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(rrosentacion)

Ofrecemos s contimacien, wa coleccitn de problenss de aplicacitn de
ecuaciones diferenciales, que pusden presentarse en otras materias tales
cono Geonetr1:

Necinica, Mecinica da Flufdos, md
electricidad, etc, etc.
son cla unos

blewss com los qus s emmcian ¥ remus

1lanénosles, por ejenplo, Galileo, Newt

hasta 1legar a Poincaré o
apuov, por c: onocieron este siglo XX.
i cecmmtts ieoe 43 seminitde %2 2o cnlwmn Sgma siezueis (0

reterencias) encontrarlo propuesto.
Boperancs qus cote naterial pusda ger de | snuxu foosirsied. e

facultades de Clencia

Triai 3
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de Variables Separsbles

e conidife. dischmatas, &Sk Goardes s Tgh v
IRt ot sy by mcbqn ta) y su
erivadas y', y'',....y'%, es decir una ecvacién del t

Fly,y .y y®) -0

donde ¥ es una funcién cualquiera de sus argumentos.

funcién incégnita y = y(x) s6lo depende de una variable, la
scuacito pe denowina ordioaris,
den de una ecuacitn dlferencisl se ol meyor orden ds la
dacica or spbtens dn Ia ek
e 1Tana. sotecicn de 1a soanein Eiferencial & na funcitn yro s
determioads en wn intervalo (a.b) funto con mue derivadas .umm
haata 81 seden ' (iacluaive) ol gue sl haoes 1a sustituciés sa
ot ol iRl A oo b

existencia y unicidad (Problema de Cauchy)
Considerenos wna ecuacién diferencial y' = £(x,y), donde f(x,y)
ests definida en un abierto D del plano XY que contiene al punto

5) adnite derivada parcial respecto de ¥, Gontima respecto de x ¢ Y en

e y s0lo una, solucién y = s(x) de la scuacién que
etiriace Tu comtichén o) = ye.tcomictén ‘nicten)

Tragina 41
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(Bevactones piferencis

o variales Sepurabies)

‘ECUACIONES DIFERENCIALES DE VARIABLES SEPARABLES

denonina ecuacién de variables separadles a toda ecuacion
S timeniaios. o peioas caden 30 o fommn

B0 Q1(y) dx = By (0 Qa(y) dy

Donde B solo depende de x y O solo depende de y. Siendo By, O
continuas en su dominio de definicién.

01) La velocidad de desintegracitn de un material radiactivo se

se sabe que al cabo de 1600 afios la cantidad inicial
convertide an e mitad. 40uf tanto yor cluato da este materisl =
sintegrarfa en los 100 primeros afios? (wostol, I 5.7, 1. Demidovich,
2s051

it au Taanmoliindooceasho: 5 onpoy s eSumgs £y cuasvendie

donde k> 0 en el costiciante e T T
‘e porque x sers funcién decreciente de t. Separando variables, es

T kdtelnxe-ktinwx=Bekt,
donds A en una constante arbitraria y 8 = of. Tonando tiempo mulo, o
B x = x(0) e
Puesto que para t = 1600 (vida medis) % oa 1a m.a e x(0), sale
x(0) n
T = x(0) 100 K u k=

1600
Bsto pernite reconstruir la solucién en la forma
1 tnen
x(€) = x(0) ()
2

Entonce:

x(0) - x(100)
(100) = x(0) 26 9 TU T 1 - 20w 0t0sz,
sock i qum cmpramn ok taater o e B el g R Kasio
por ciento sera 4

02) 51 una cepa de bacterias ausenta en forma proporcional a la cantidad
pressnte v ol 1a poblecitn se duplica en s bors, jen culato sumenteré
cabo de dos horas? (estol, 1, 8.7, 2)
Siendo x(t) la cantidad de bacterias en un instante t, se tendrd
X =kxs—ekdtslnx=ktsAsx=Bert,

donde A es una constante arbitraria y B = eA. Tomando tiempo nulo, es
X(0) = B # x = x(0) & E.

Tragina 51
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(Bouacionss Difsrencislen do Vasisblen Seperabies)

Puesto que para t = 1 es x el doble de x(0), sale
2 x(0) = x(0) € » X = 1n 2 » x(€) = x(0) 2t
Entonces,
x(2) = x(0) 23 = 4 x(0),
es decix 1a poblaci6n se ha cuadruplicado en dos horas

0 1 stecte retardador del romsmiento scbre um dlaco we gire a8 m
medio

y al cavo
tiempo precisc para que la velocidad
s At oeiian: a3

5L 8(t) es la velocidad opsas vestunia, se soss
- -8 ek

donde B es wia constante arbiizarie, mma.m con 8(0), luego
8(t) = 8(0)

) En nuestro primer supuesto, sers
8(e) = 180 &% ¢

Midiendo e1 tiewpo en minutos, se tiene

2 a
120 = 8(1) = 180 &% % - k « In = o B(t) = 1680 (1%,
3 3
¥, en particular,

160
8 -un—-—rp

b) Bn el segundo supuesto es
8(t) = 300 e* ¥,
mientras que
1 180 3
180 = 8(2) =300 €2 K4 -k« ln — = 1n ()2 s
2" 300 s

3
+ 8(6) = 300 D)2,
s

58 - 60, sale

3 1 3
602300 )20 = a ()20 — = ()fw In25 =t (n3-1n5) »
5 5 s

2

215
4t = ————— & 63013 minutos  § minutos, 18 segundos
Tns-1ns

00 80 mpone uea cobimns en forem 8 s61ido do revolusién, cuys secsién
superior tiene wn radio R, =mmi¢- con un mate

densidad A. En ella se coloca una et
prii da e oolemie‘porn s peaside e, sopitustosda  soseitn
ciroular sea constaate s igusl a k?

Touasos vuy ssceldy § elatuceta & g8 8 Spurior v 800 WG, B
Peso que soporta serd suma del de la estatua con el del trozo de colum:

Tragion €1
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de vartabies separavies

(Bousciones Diferenc

o [l sw anag
s

k-w.ng.(r-,ﬂm a2

Dexivando respecto de x sale
a A
2knyy —nyigezky syrgea. lay
v Tk
c B (l 3 )
v BRT 0,
donde C s una constante de integracién que se determina por la
condicién y(0) = R,
R (A 9 x)
¥ - %

05) La capacidad 1fmite del hbitat de un rebafio en vida salvaje es L.
B ritso

o dos afios hay 100 animales en el rebafio, averiguar cuntos
habré a los cuatro afios.

Siendo x(t) la poblacién al cabo de t afios, la condicién del enunciado
quiere decir que
i N et A oA GBS BRI, B30

akdts-lnm-x) =A+ktex=L-Bek,

hemos puesto B = exp(-A).
mina por condiciones iniciale:
%(0) =L - BB =L-x(0) »x=L- (L-x0) ek,
24 5w v et 1. cabo. 46 on SU5eso Shepe, oo ojempie ok anow;
se 1a constante de

Esta constante de integracién se deter-

%(2) = L (L= x(©) e 5 e o

Con 1o datos nunéricos del problema, se tendrd

2 32
x =160 - 80 ()% » x(4) = 160 - 80 ()7 = 115.
3 .

e
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(scuncionsa biterencin

de variavies separsbies)

e que para tiempos prolongados (en realidad, tendiendo a
ineinite), 1a povlacita se cotancers on lae preninisaden ol linite 5.
Su creciniento sers ripido s6lo en los primeros afos, y se hard paula
tinamente lento después

061 Kies con regulsrides,  las doce da mediodfe comlsia & tribeler
una pr:

nodo
Pelocicad de svacs resulta faversemence proporcionsl a s siters de
nieve encontrada en el camino) . (ruig Adem, Leccitn 2, 39)

Puesto que nieva con regularidad, la altura de mieve al cabo de un
tiempo t de nevada sers directamente proporcional al tiempo. La
velocidad de avance de la miquina serd inversamente proporcional al
mismo. Es decir

o -
donde constant roporcionalidad. Integrando obtenemos la
ek ey g f\mcibﬂ el tiempo:

)=cakint,
stendo C una constante de incegracion
Suponiendo que » sediodts han transcurrido T horas de nevada, se tendrd

() InT»C=-KkinT=s(t) =k In(e/T).

gt os Ankas A mictads; pSdewos, ponee
S(11) = 2, 8(Te2) = 3.

&5 decir,

ek T3 30k IE2
Dividiendo anbas expresiones queds eliminada la constaste de proporcio-
nalidad. Operando hasta quitar logaritaos, lleganos  1a ecuack

Trent e e s T3 43T
s1el5
R R
B0 untdades da tiempo T vale aproxisatameste 37 minutos y § segudos, da
manera que la nevada debi6 de empezar hacia las 11 horas, 22 minutos, S5
segundos

07) Demostrar que la superficie libre de un liquido pesado que gira
sirededor do um efe vestioal com valooidad gular cons tlene 1a
forna de un paraboloide de revolucién. (emidovich, 2898 Simmons,
capsto 1, 30)

G oon etro putg Mam llem s “bello probiesat

er. Bl remtado es que empess & o raceion
inies del medicdfa. ¥ an  qu. la nacuraless  acts
equaridadt) Y
sdaa ae witormen),  1a
Sarascizada..
Trazien

www.FreeLibros.me



(Souaciones Diferenciales de Varisbles Sepacables)

ay = y(x la curva 1 geas e tomo 82 sfe ds ordenadas 36 Lugas
o 14 supereicie 1ibee dal liquido.  sobre situada en uno de
sus puntos, acttan dos fuer
o1 in e bivvedads. b pe sjesoe vertiouintibe ¥ dixigtd Bacss abelo.
Slendo o 1a constante de 1a gravedad, valdrs -

D) 1a fucrza conteifusa que se eferce horizentalmente y dirigida hacts
afuera. Siendo & 1a velocidad angular, esta fuerza serd m &7 x.

Ta ‘Tesultante ds sstes fucrses ca U vestor cuya pendiente serd

8 x
resultante debe contrarrestarse con fuerza de reaccién debida a
otras particulas cercanas de liquido, la cual se ejerce en la direccién
nomal s 1a nisma, teniendo, por tanto, wia pendiente igual &

oy

Tgualando las dos pendientes, se 1lega a la ecuaci6n diferencial
gy -8 x,

cuya solucion general es

incluyendo una constante  de integracion. Trasladando el efe Borizontal
o1 puntc de oreatds wintas (g o alosaze pura x % Oy mA K Oy
ecuacién queda en 1a
& %
ye—

que efectivanente es una parabola.

08) 5 velooided de) crectaieato del Gres do uas hoja foven de ln pleats
victoria Regia, que

dol sol tentan lugar a las seis horas, respec-
tivamente, de la mafiana y de la tarde. (serman, 3530).

Stendo a(t) el dngulo de los rayos de sol con la vertical del lugar,
sabemos que @(6) = - W2 y &(12) = 0. Como desde el orto hasta el
mediodsa aunenta en forma proporcional, serd
@(t) = - w2 4+ (£ - 6) WAZ = (¢ - 12) W2

Por otra parte, introduzcamos el radio R de la hoja como funcién a
derarimaz, Do acuerds con o1 emancieds, se tendrd
t-12

12

R = 2RRR =k (2WR) (B cos

Tragina o1
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(Bcuncionss Difesencisles do Variables Separavies)

e c-12
SRR =k mcos ( w0,
ecuaci6n de variables separadas cuya integracién conduce a

€-12
SR -2k sen ( A,

donde k es una constante de pxoporciemhdud ¥ A lo es de integrcion.
Anbas se pueden determinar porque

1600 = TR RO « 12k - AR/ 40

2500 = % R(16) » RO« 12 k - A = X/ 50

sk= {7/ 4800, A= -9 R/ 400

Entonces,
G[ £-12 }
R e |3~ sen (c—m| o

)

00
160000
@5(E) s MR e ———— 00 | donde s st sis
t-12
9 - sen (
)

n

05) Un depssivo contiens Q kilos de sal dlaueltos e V livzes de agua
crae disolucién

afiade to y
T & Tites por udte, Dorsaduae 1o cemtidud ae) de sel e
habré en el depsito al cabo de t minutos. (sostol, I, 8.7,

£1 volumen al cabo de un tiempo t serd
VIE) =V+EE-SteVe (B-8) ¢,
de forma que la concentracién en ese instante valdré
ate)
VO Ve B8
Aproxinarenos el fenmeno real suponiendo que la expulsién de disolucitn
o hace de forma. incereiteats on intervalos de tiempo de duracin Dt
Esto es, supondremos que en un instante t se expulsa toda la disolucitn
que reslmente saldrfa en el intervalo de tiempo [t,tedt]. Asf, la
concentracién permanecerfa constante en ese transcurso de tiempo.

perdida en cada unicad e tiewo) & U vez, 41 este ntneo se mitipiics
por ia duracion Ot del proceso, htendzanos 1 cantidad de erdia:
Gurante el mismo. O sea, el produc

s o
it 1a cankiind e xal ciplende an o1 okervle g 1 de t hasta tedt
minutos. Por otr e, esa misma cantidad serd igual a la diferencia

entre las c..,mm. “2(kea) 3 q(e) a1 flnal y comtenso del intervalo.

Eo decir
alesde) - qit)

cle) 5 Bt = q(t) - qeade) » - o) § = "

Traatea 101
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(Rcunciones iforenciales de Variables Separabl

)

Tata ccuncitn, qua rigs 1 fesfesms sprmat, serd saato ph ¢l 1

1’ cuanto nds chico sea ol tiempo At entre cada dos expul-

s de disolucién. Cabe, pues, imaginar el fenbmeno real cono situa-
Ltnit o

e aeiin eas roaia & 1am soraminncionas, Beccstadois qu
aq
Set) s ==,
o bien, recuperando el valor ya obtenido de la concentracim,
© a
Ve (e - ¥
que es la ecuacién diferencial que verifica muestra funcién incégnita
() @) Es de variables separables, y se escribe como
Us de o
5)
Taza oy tntegracica ¥ pera "1a fncarprotaciéa d los resultados, dlstin-
guirenos dos

o) Zousles casmen os enteade v AR G0 Miguioo k= ).
Lunen

En cate caso el vo onstante durante todo el proceso. La
aolucin general de 1a scuacicn 6o

q(e) = ae
Teniendo en cuenta que Q = q(0) = A, la solucién buscada es

Q) =g et
Dividiendo por el volunen, sale la concentracién instantinea
2 e
e(t) = .
v

Tanco la cantidad de sal como la concentracion tienden répidamente 3
cero, hecho que nos los sugiere la presencia exponencial de

exponente negativo.

) prente a lon dotallados rasonamientos que hemcs dado pars llemar o
la ecuscién diferencisl, algwes uerics de la datemitica habcfan i

a chico que
% maincia . ok
Justitica por haber dieminscisn en

impreciss y confuso, per que abrevia

Tragia 0
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(Scuaciones Diferencislen da Varisbles Separsbles)

b) pistintas razones de entrads y salida de 1quido (& @
Iutegrands y simplifiomdo logsritwos la solucidn ety g iR
couacion Tesulta anor
qt) <A (Vs E-S5 ) B
Teniendo en cuenta que
s s

Q-q0) =AV E-S4A-QVE-

1a solucien oo

Q(t) =QVE-S (V4 -5
Dividiendo por o1 volunen vie), sale 20 l:oncen(xir:tén instantanea:

C(t) =QVE-S (Vs @-5 ) F-8
Convendrfa distinguir, dentro de este caso, dos posibilidade

By) La razon de entrada supera a la de salida (= > 5).
ta posibilidad habrs que suponer que los V litros iniciales de
i6n se encuentran en un recipiente de mayor capacidad ya que el
voluren v(t) va a ser uma funcién creciente. En realidad, de capacidad
Jacialts o sepulidince o1 brocees cob um duracion usaciaida: pise;
ara tiempos grandes, 1 volumen crece sin cota al ae

Smewr, S 4(t) cmo o) ewdertn o sl anme o1
volumen tienda a infinito, mee snpresionss Gae wpares Gom
exponente negativo

by) 1a razén de salida supera a la de entrada (E < §).
Esta vez el volumen se anulard, exactamente en el instante

T-

Gomoa it axprasiciss 1 viluae Nlewt shors sxponmite. positive: &
ese mismo instante, se anulardn tanto q(t) como cf

10) D tbo oiifadrics, de loagitnd U y secite 8, bemiticaente

corrado, contiene una cantidad X de gas a uma pre ®. Lo

Mnmon” gires olredutor gu el g
e

Sractor = e st s
Determinar esta distribucién. (serman, 4026

Siendo x la distancia desde cada punto del tubo al eje de rotacion y
siendo p la presin en dicho punto, se trata de expresar p como funcién
de x.

Bividuion &1 eubo w puisfice tosis y centseess In atencitn & w0 d8

que comience a una distancia x del eje y teng:

e ettt i Soaan soet ppiiode @.Q 1a densidnd dei
il s e i s g g el mismo se
Goncentrara sa s punte de origen. La mask de gas eh sos troso valdris

Tragina 131
www.FreeLibros.me



(Bcuscionss Ditesencisles do Varisbles Separable

p(x) Sh=2kp(x s h,
donde p indica la densidad y donde hemos aplicado la ley de Boyle-
Wariotte e expresa que 1a densidad o8 directasente proporcional (hesos

pussto 2 x como constante de proporcionslidad) & 1a presisn.
Fon Clcs Seare. Ta couissamtis va o1 pubre eu'gos hamss’ Sacsatrados i
masa valdra

ala) = 8 x,
de forna que el producto de la masa por la aceleracién se valora por
2 kplx) S h & x.
e e e et
G m) - B
protucto de1 casbio de gt e s Rolicando 1a segusda 1oy
mecénica de Newton, llegamos a
o0 6% 8% o Tpaent - O] &
(xeh) - plx)
S PO P kpeo £ x

Un pago al limite, — 0, nos indica que el proceso que analizamos
e Tice por 1a scuscion diferencial

@ @
o kpExe - Gkexp-o
a ® ax 2

cuacion en ia que 1a separacicn ds sus varisbles condice
1a solucién gene:

p(x) = C ek 8222,
como constante arbitraria
by a.ummm funcién p(x) requiere el calculo as
B by & Mo Frivers ss ctiens de splicas Ix ley de
Bopie-Mariotte a 1a sicuscién de repo
"

s akpak-
& sH

2esH

Para valorar ¢, tatroduscance 1a fucién
a =8 [ as-2ns o arcansc o e,
que nide 1a masa da gus contentds en el trozo da tubo que v deads a1
S Rasta oy alaancia s cono 2l b de Cotncasr con 51 dato 1 e 1a
mea total, batta dspelsr C an 1a igual
H-zkst‘gky‘zdz.

Con estos dator

tenenos
"2

PHe
PY A —
w2

g ac

donde 1la integral del denominador, por carecer de primitiva elemental,
Babrd qus calularla por desarrollo ea serie

Traatna 107
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(Bousctonas Diferescisles de Verisbles Separablest

1) Clorte cantidad do eubstancis, que contests 3 Kilogremoe do umedad,
roduj 1o ot

por
introducir la substancia. 51 durante el primer dfe la substancia perdié
1 mited d o humedad, scufate lo quessed 41 final del segunds aia?
Masazenio, 78)

KU principto Staton i vt Usacumcs mesk o) Agitantay a vaicctia ce
evaporacién la humedad de uerpo se transmite al

hunedad anto, a4 ¢ dodics 1a hmedod del cuerpo, h 1a del. aire, 8
o valor e Y SV RUSASTE At .
te
q - -m,
donde 1 signo menos se explica porque q es decreciente con el tiempo.
Moora bien, 1a tuncion n(t) seré igual s 1a husecad inicisl n(0) mée 1a
que ha recibido hasta el instante t, la cual, a su vez,
Tt 4T oo, an daaes ao) < afe). me dectr,
B = n0) + a0 - a
Do aata forma la ecuacién diferencial s
- no) - qO + @
acusiio; con s daten Bl emincieio, Sa. Mmadad et AAMIEIEGH!iF
itacién en el punto de saturacién serfa & - 0°12:100 = 12 Kga. Como
inicialmente esté al 25% del mismo, serd (D) - 0'25°12 = 3 Kga. Por
otra parte, también q(0) = 3, luego queda
kg (6@
Separando variables, y descomponiendo en fracciones simples, tendremos
aq 1dq 1 4q

SR SR S .
Gt@+6 sa sa+e
Py 1 3 a
@lnA-Kkt=-lng--lnlg+6) ==ln——a
s s § a+s
" a
) P
e+
donde al imponer la condicién q(0) -3, queda
e L e

® 5
Llevado este valor al Gltino resultado, al despejar q sale
q-
s -em
Midiendo el tiempo en 4fas, tenemos en el enunciado que q(1) = q(0)/2,
luego
3 s 3
T R T R
5

Figes
Usando este valor, la solucién para la funcién q es

www.FreeLibros.me



(Bcuaciones Diferenciales de Varisbles Separabl

63t
q=

35t - 3¢
En particular, al cabo del segundo dfa la hunedad que queda en el cuerpo
exd

69 s
Q@) = ——— = 2w 0'818 Kgs.
325 -5 11

19) W ety Sl o vered a6 duiien 8 sen ik valasond
Mient aviesa, una  reststencia directamente
Peemoreicaal a1 vasieude e wa velocidad. Ba oL Sumtamce wn qus sale 4o
lleva una velocidad S. Determinar el tiempo T que tarda en
la. (serman, 4017).

Slendo x(t) el espacio recorrido en cada inatante t contado a partir de
In smbrada dal ot s 16 pered,. Ins sunictones ds] exolato, ae

X(0) = 0, X(T) = H, %' (0) = B, x'(T) = 5.
Por otra parte, siendo m la masa del proyectil y k la constante de
resistencia, la ecuacién diferencial del movimiento sera

mx s kxZemvo= - kv,
51 ponemos x' = v. Separando las variables v y t, sale
kg allke e
i $Ta

En particular,

o o cundictuea: 2os Setice 6

1 (Ts+t®-s +D.

Inponiendo las condiciones para t = 0y t = T, resulta

TE s
x(0) = 0= I (8 +DaD=- mrs) -
E-s E-s

TES Tsic@E-9

ax .
s Ts
TES TS+T(E-S TES ®
I T P P e T
T-s Ts E-s s
H_ E-s8
1.2

“"EslnE-Ins

13) Siendo m la masa total de un paracaidas y del paracaidista
Fipone aue éste s lus con velcsidsd inicial mls y que e le calte
1 a 41 omarato
e v velocidad inetentéae robar que, para tiempos grandes,
Telocidad me estabiliza 3 enicuier el velor de ia miemar (Genidoricn

Toasios 151
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(Bouaciones Diferenciaies do Variables Separabies)

som
Sea k « a 1a constante de resistencia del ai e peso.
e L I e L emviatin, atessmaian S, wovimtonth verh
o av
sy e gy [ A
- S
B aw omor e =
et et fne +av) - 1n® - a v =
e T e
Peav
Ly Rrav
e

Inponiendo que - 0, se decermina el valor C = 0 de la
e s o por. st

2apc  Peav = Peav re " -1
LELALE S S P JErrvLyllt 2.
B Poav Foav T
. v1
re " e ®_a®
Jre e L fally

14) Un esquimal empuja un trineo a una velocidsd constante de 10 pi
or segundo. En un determinado instante lo suslta, y se desea comocer
ha

bt ant
o1 hielo s de 0°04, asf como que el.viento se opone al movimiento con

fuersa igual a 075 multiplicado por la velocidad instanténes.
(o, 3.2, 12)

e sa del trineo con su carga, sea g la aceleracién de la
vt boa k41 conthtunke 8o vocabunto ks 01 teines ¥ 61 2d010]
y oo k o1 factor por el hay que multiplicar la velocidsd pars obtener
la fuerza de resistencia del viemto. Si v (funcién desconocida del
g ferlfgrripreied Lot s R oy rrpsopcori o
haina rige ok el e . Exlono deck 1. slmudentar

Las vartables v y ¢ pusden ser .e;ma.. 1 —
mav
- -a,
Hmgr kv
abtenténdoes coms sclucisn 'geaccal 1a
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(scuaciones Ditevenciales de Varisbles Separables)

Llkmg kv -t
P —. {pregrasiti, o Vel 4% aipress nadtiits 18
velncm-ﬂ inicial, que no es que aquella con la que quinal
sevujaba previameate sl trimeo ¥ e amcratence coms +(01

= ;nm mg+kvO) = A
Ieriisiattasealor:aiia Sotuatiny: persnas basta despeda, ontenenor
Kkt

© +um
v - "

Tx
ST ow el isto e tareh 3 et v aisnacnn; bavosdmetanis s
1a scuacién vz = 0, remultando
kv
TeZln e

Tasa cbtener 1a diatencis s recorrida e “ada netance ¢, basta integrar
1a expresién v

mkv(o) +mg ke umg

BB = Epl ) - e s,

donde 1a nueva constante de integracién se determina por la condicién
5(0) = 0:

kv spmg

k x
De esta forma, nos queda

n ke pmg
s(t) == (kv + umg) (- Bxp- —) - —— t.
@ ) x

Finalnente, el espacio § recorrido hasta pararse s S = s(T). Operando,
queda

nvo) ww x vor
PO L. SR oo L)
z Wms

®
Pasando 1os datos al sistema métrico decimal, la velocidad inicial serd
¥(0) = 10 pies/ag = 304 m/sg
¥ el peso del trineo con su carga serd
ng =80 b - 3624 kg
Entonces, queda
1208 475 s1808 1459264 475
-2 P aaza, s S m s
25 302 G125 | 1sazs 302

) vara 1a converaitn de unidadsr tore

hesos usads 1oa val

3 pie » 013018 8, 3 libra = 074536 kg,

Com valor de la constante 3 (aceleracitn de la gravedad) hemos puesto
5.8 et
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(e 1 tay o Torsicens)

1

La ley de Torricelli

pSegen S SBLENA T d6 agie 61 au 1S o PRI

ficio. De acuerdo con la ley de Torricelli, el agua sale por
ol orificlo con una velocidad igual a la que adquirirfa al caer
libremente desde el nivel de agua hasta el orificio. Expresar dicha
velocidad como funcién de la altura del agua.

Siendo y(t) el nivel de agua en un instante t, en una cafda libre se
tendria

1
yiegay sgteys g
Bitwinando 1a wmcisble © enire es dor G1¢imme ecuactones y recordando
que 5 1a velocidad, qued:
viey = 2 g yior,

1a forma habitual de presentar la ley de Torricellid).

Depéaito de revolucién. Ecuacin diferencial para el nivel de agua

onganos que el recipiente tiene forma de superficie de revolucién.
vor ejemplo, la obtenida al girar un arco de curva continua y = £(x),
definido en un intervalo [a,b], con 0 S a, en torno al eje de ordenadas.
1a funcitn  se supondsé estrictasente creciente ¥ o hay incomvesiente
en tonar su minimo absoluto f(a) pues en otro caso bastarfa con
Backs in raniacith dal #le 96 abeclims EL GEieists sx spsedcs
cizcular y su centro podremos situarlo en el origen de coordenadas. Sea
S la secci6n descubierta, que en general serd fija, pero también cabe
inaginarla variable con el tiempo, si, por ejemplo, colocamos en 61 un

Iltiplicanto 1u velocidad de selics v10), Stiecidx por I ey oa
Torricelli, por la seccién instantinea S(t) del orificio, obtene
e gl Resons rpricraltioci e b ]
unidad de tiempo. Su valor serd
s = s {25y,
Bn cada instante t el volumen de agua que hay en el recipiente serd una
funci6n del tiempo, expresable como

s cbtimne e Ccondiciones ldesles'. B la préctics bay
otros  etectos  sinilace

Sebictor i, o el an subae spiicactonns e w1
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(50 10 1oy de Torricenisy

ver - I‘. Hw v a,

de nanera que
V() = m R E) v ().
B un intervalo de tiempo (t, t+ft], el volumen perdido serfa
V(E) - V(eebe).
Por otra parte, si imaginamos que en dicho intervalo el caudal
permaneciera constante, el producto
c(e) Bt
tamblén medirta 1o pércida do volumen, al menos de maners sproxinads,
con 1o cual tendriamor
viesde) - v(E)
VIE) - V(eebe) me(t) At T oqe).

¢
za supoaicicn de caudal constante produclzs nemos srvor cusnto senor sex

12 Gutacien ¢ der inkerualo. oe forms que s Sguaload sproviseds podcia

el o i Rada sl ol gy

Vi) = - ele),
© bien, recuperando los valores de estas magnitudes,

xe) v (o) = - see) {2 gy,
o gock 1 ccuacion diteroncial que 1ig6 1 fenemoro de disminucion del
nivel de a
3.- Caso de una vasifa cilfndrica

En la descripcion geonétrica de nuestro recipiente ha quedado excluido

que giranos e e de ordenada rva en la que y
s funcién de x, sino el segnento de recta x = B, para y € (0,H], donde

e o en 1a base y K la altura. No cbstante, las consideraciones
posteriores relativas a el volune

respecto del tiempo, permanecen vilidas. En este caso, el volumen se
©) - n R y(e),
7 T iR S saruGIAY Gal. Thniasto qaas Exgo 14’ forea

"R ye) - - s {29y

4.- Bjercicios
G sy . £ era wa funcién creciente en [ab), adaitizd uma imversa

) m
X - gl en [0.4), donde a4 - ) atervalo,
2 oot oisenite S mier @ lioms e mavn  eosvepaiisas & (o)

‘E. @

o cada valor v

iondo v o e comuestaente. Cambiando do v
sable e la fémls de voluen que hesos pre-

Tragina @
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(B0 1 tey go Torricetis)

Ilustraremos nuestra exposicién con algunos ejemplos de aplicacion:

01) Un recipiente hemistérico de inicialmente lleno de
agus, a la ver que se perfora un orificio circular de radic T en su
fondo. Cubnto tardaré on vaciarse? (simens, Capitulo 1, 7. Fuig A,
Leccién 2, 30. Deatdovicn, 2906)

FL rociplente se cbrended gizando en toro al efe d ordenad
neirior o a st
Rex?sey?-2Ry=02x2=2Ry-y.
PO R ol i b i
v axy- @ ye-ns e
RyY2 - y33) gy = - x? IR g dt,
cuya solucién general o8
‘ ? wr-s
[ IS L ELE S - Y
m

1a mitad

s 3 o s cmstunte asbitmacis. for estar iniclalsents Do ol
recipiente, es y = R pai 0, luego
7R 14RA
v R RS

15
¥ 1a solucién particular que responde a nuestro problena es
WR-Y L, MR

15

g BRI .
Mty 1 rectgicka izt vacto i oL fuevanta & aa Gue se hase
¥ - 0. Por

10 72
€« 2T unidades de tiempo.

15 l2g

03) e clepeiden o selod 8 agus, o8 un reciptete de sevoluciso dal que
a:

Jaba salir el agus por un orificio hecho en su fondo, y de manera
que ol fogice de descunso dsl sival dn ague fums oonstanie s 10 lacgs
1Qué forma debe dar su seccién meridiana? (simons,
e, e
cuerdo con el enunciado, es ¥ (t) = - X, es una constante
positiva. Por tanto, siendo s la seccién del sekticto, et
2y
crxik-sdzgyay-cxt, dondec-

03) 8o ciene m cilindro de slturs H y xadio en 1s baas B ¢ 1 ver e
eetids do ltuee X v sudo también ®, ambos llenos

o cade o o6 perfors un orificio cizouler da rasto x. iouk
altur los dos tardsn el mismo o

Strmenn, gt 30 )
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(De 10 tey do Torricennsy

La varishle x en el cilindro es constante e igual a R, mientras que en
el cono se obtiene por semejanza
R ox Ry
Xy x
Las ecuaciones diferenciales en uno y otro sersn

r
wy--vligy, Ly .-nlgy,
-
e o
= iw -
29:0!,—7’“--:1 2gt+B.
-

S iR o0 e TG enas e oA S8 NG
respectiva en el instante t = 0, sali

cuyas soluciones ge

2R .

2% 02
A-2mw, Bl T
Como 1a duracién ¢ del vaciado, se obtiene para y = 0, siendo la misma
en anbos depésitos, serd

2w 2 WA

2wy salis

sK-25H

S0y sectptiane atttutetss o A 1
cuentra v bane. taterior

funcién que en cada instante t el 4rea de la seccitn
i s Rl e R
se) ekt
Puesto que

Qmam =k,
cbtenenos

0o eae, . ool & atn du:rm.imdz por 1a férmula

(@ 67
s 5 S0ty SLnTadeAy, 1s hesasicy ditecsstis sk

i
sy’(n-—khgyll ._.-s_:qu:,
La solucién general es
19 2
zF,._n +a

La constante de integractén A se deternina por 1a condicion intelal y(0)
1iendo

a-21i
Recuperando este valor en la solucién y operando, queda

Traaina 70
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(50 18 Loy g0 Torcicens)

y[rm‘i’ﬁ]

Finalnente, 1a altura del liquido en el instante en que se terminara de

e gt

o1 wsHs2g@™ SQTY29H
ym.[r,r:_,f] . s ‘

=

16 5
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(Flementos soociados a 1a Tangente y Normal de una curva)

[ Eimmrmos asocianos a ia Tavomwms ¥ NomaL o tia cumva

A veces plantearemos ecuaciones diferenciales mediante algin tipo de
condicién. de tangencia para sus curvas integrales, aludiendo a ciertos
elemantos geosétricos stociados 4 1a recta tangente o & #u perpendicular
(recta normal) . Resumimos los mds interesante

Sea <TT,> y <N N> las rectas tangente y normal a una curva en un
puato X = (x,y) de la misma. Siendo P = (x,0) la proyeccién de X sobre
el eje horizontal, y, puesto que las ecuaciones respectivas de estas
rectas son

€-x,

¥
las coordenadas de los puntos de corte con los ejes saler

Y E-x, mey -

T o= 0, T =0, y-xy),

P
xevy

N (xeyy 0l B - (0

Por otra parte, se tienen las siguientes cuatro longitudes
Y

Segmento de tangente  IXT,l = — 41+ y12

¥

Y
Segmento de subtangente IPT I = —

=
Segmento de normal o =y {14 y2

Segmento de subnormal PN = y y'

Tragion 3
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(Bcusciones piterencial

Una funcion £(x,y) es homogenea de grado n en sus argumentos, si cumple:
E(ExEy) = B E(xy)

Se denomina ecuacién diferencial homogenea a ‘toda  ecuacién
aiferenciales de priver orden de la forma:

y' = £0x,y), donde £ es homogenea de grado 0.

Este tipo de ecuaciones se resuelve introduciendo el camblo y = v X
convirtiéndose en una ecuacién con varisbles separables

01) Hallar la ecuacién de la curva que pase por el pusto (1,00 ¥ que
tiene la propiedsd de que la ordensda en el origen de sus rectas ten-
wgeates es igual al radio polar del punto de comtacto. (vemidovich,
La propiedad se traduce en la ecuacién diferencial
R
yoxy sfeiyiey LY

que es honogénea. Entonces, siendo y = v x, se tiene
av

virevev-fiova o E
L PO
SInA+lnxeln(x = - Argshv e - Inv s {10 vh) o
1 x
saxe—2 X Lageleegmaan
veliew yolevy

w o
e g it i) ammu i i
= O 1 ) Twetants qus 1n o por el punto (1,0), sale
= 1, luego la solucién buscada es

2y =1

02) Hallar las curvas cuyo segmento de subtangente es media aritmética
de 1as coordenadas del punto de contacto. (besidovich, 3781

La ecuacién diferencial del problema serd

x4y 2y
o
siguiendo o1 aétodo de las scussiones nomogéneas. - tie
a+v av
] x'

Descomponiendo en suna de fracciones simples, sale
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(Bouscionss Ditersnciales Homogéness)

1ev 1 2

va-w v

@lav-210-v) =ln— —-lnA+lnx=1nAx +
a-w?

Y Aeyeaxopie

S e Ax e ——
a-w? x - y?
@ (x-y)?-2Cy=0, donde C=1/2N.
Se trata de una familia de cénicas. Su matriz es
0 0 -]
0 1]
-c -1 1
y de ella deducimos que son regulares sin centro, es decir, son
parébolas. Girando los ejes -m/4 radianes, se cambian las coordenadas
(%,y) por otras (€,1) de manera que

iz

&
Evm Ee—x-y
2

szg-cligemans

iz z
v~ Eem [ne—(xey
2 2

5
ame g eE-E
3

Puesto que

iz
£=0,€a-—cC
2

dan ordenada nula, el eje de la parbola recta vertical que pasa

or
por su punto medio, es decir, 1
Iz
Y
0

1 vértice ser el punto

& .8

El lugar de estos vértices es sveen £eia v
Deshaciendo el giro, se tiene

Bje de 1a pardbola:  2x-2y+C=0

3
Vértice de la pardbola: (- —
5

~a
s

Lugar de los vértices: x + 3y =0

03) Hallar la ecuacién de las curvas tales que la ordenada en el origen
ettt dintorett e e et
(Denidovich, 2762).

)
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14w e

av = 410 % = lnw e

ax
1eviev J; ‘v e
- = Ay-
o ki o s oL il it Aekhe,"y vézcice en 01

puato (0, -1/(2)).
04) Hallar las curvas tales que el &rea comprendida entre el eje
Doriseatal, la propia curva y las verticaies por wa punte fifo de la
cusve 3 otro weriusie igual al cubo de de la ordenada partido por
la sbsciss del punto variable. (vemidovich, 2763)

Siendo (a,y(@) el punto £ijo y (x,y(x) el punto variable, se tiene

e ae - 2

Derivando anbos miembros sale
¥ x-y w4y 1w
v P e
< Ixy 3V
1-2v 4 3va 3
a2 L 2T gk elmA-C a0 -2 e
3v x 1-2v i
A A x
s 03 -2 Y93 = R

@ -2 v o -2 903

ordenada en el origen de sus rectas
ovicn

que 1a
e e del pusto de contacto. (emi

05) Hallar las curv
tagemten & dguar, &
2800

ax

- -ave

avixsve=v-le

y-x
xy exey oI =

slax--ven=-Yinsyenax-xmmx

06) Trayectorias ortogonales de la familia de cisoides
@R-xy =

(berman, 145).

Derivando respecto de x, queda

[
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(Bcucionen Diferencisles Hosogaess)

3K ey

S @R-x 2yy a3 ezRoxs
zyy

3.

v,

e 0 1a scuacisn citerencial o R
vty pal
2%
SR yy 2P ey
3xty eyt
85 una ecuacién honogénea. Poniendo y = v x, se tiene

243vievt A Bvev)av
v 3vev X 2.3vievt

1
T einxelnA- a0 el dalvie2) @
2 z

alees
sxa Tl ey e R 202 e YD)
Va1

o de wn proysatar pece que los seyoa

07) 0ué forma debe darse
Teflejen formando

o3
procedentes do un foco luminoso puntus
paralelo? (vemidovich, 2780)

Por razones de simetria cabe inaginar que el espejo tendra forma de
nupesticie de revolucicn y que los sayos seflefados serda paralelor a1
Je de revolucién. Bastard, enton una n meridians

it e o e yadhicing o ey e

o

con su recta tangente igual al que forme ésta con la

horizontal trazada en el punto de tangencia (rayo reflejado). Las
ccuaciones de 1 son:

con vectores de direccion respectivos
oy ., a
stendo & el dogulo de tncidencia ¥ e setlejado, oe cieme
cos & = cos B =

h +y? [Foer

Igualando estas exptuiuml z llega a

Y
s una ecuaci6n diferencial homogénea.
EL cambio y = v X, junto a su derivacién y' = v’ x + v, conducen a

Trigina 29
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(Bcuaciones Diteroncialen Homaéne
v & vav

Liv-aew
vav

Lv-a.w
Bsta integral se calcula mediante el cambio de variable
1aviow
vav - waw

con 1o cual

lnllx)-rl‘ ‘.-ln(vrx}--lnYh‘v’rn-
ooy

by x
sAxe—t— e Liiax-aldiyie
vy ooy«
PlrIATaR e dh dnde s i
Esta curva es una parabola con foco en el origen y vértice en el punto
372, 0)- 51 eopeo museado serd un paramoloide de Tevolucin.

s AL S
= 5)dxs (2x-ysd) dy o
(Demtdovicn, 27761

La ecuscién
L -xeay-s

YT Tk yes

56 reduce a honogénea mediante una traslacidn
x=€ra yanih,

donde (a,b) se deternina de manera que

S€e2ms-as2b-5) -£421
2x-y+4  26-mrGa-bra | 2€-7
Jfaszre s faa
2a- bes?on 2
Puesto que -
& @
S
queda
-ge2n S1i2v Govav
we it g,y 222 B,
26-7 2-v v
1w 3
2o 2 4WE=1nA+>lnw -1 - >lalve D)+
2v-1 z2vea1
Aty pie
BE e e (-6 = (s 87
w1302

Ry -x-3 . key-1

[
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4o primer orden

(Bcuasiones Diferenciales Linesles compi:

[ Econcionss Divemmciaias Livanias Cowrieias ox Pres omom |

Se denomina ecuacién diferencial lineal de primer orden a toda ecuacién
diferencial de primer orden de la forma,
v+ Py = Q)

donde P y @ son funciones continuas en un intervalo de K.
Eote tipo de ecuaciones se resuelve del siguiente modo:
) Resoluci6n de la ecuaci6n homogenea asociada (varibles separabl

¥R y a0

cuya solucién general es y = A Exp([-P(x) dx) (A es la constante de
integracion)
b) Encontrar una solucién particular p(x) de la ecuacién diferencial
completa suponiendo A=A(x), "método de variacién de las constantes".

©) La soluci6n general serd y = A Exp(J-B(x) dx) +p(x).
1a ordenada en el origen de la

sea igual al cuadrado de la abscisa del punto de
contacto. (ukarenks, 142)

1a ecuacién es
1
Yoxy exey --y=ox
) Resolucién de la honogénea asociada:
a
votyeos T Zamy marmxey-ax

b Soluctén particular da 1a coupleta:
Pl - A x v et e A0 x s A o

2 A0 x ¢ AG) -;Akx) X=X e AG) =l eAG) = x s

-l = o
©) solucién general

yeAx-

02) Determinar las curvas para las cuales la ordenada en el origen de la
THt cmuite dsk oAl » A wetla Mritdbion 38 Tak coomimates del
punto de contacto. (Haxarenko, 143

La ecuaci6n es
xey

y-xy - oy -

a) Resolucién de la homogénea asociada:
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(euacionss Diterencials

Lines

Conpletas ds priner ocden)

1 a 1
yoopveos o melmy-dnas mmxay-als

b) Solucién particular de la completa:

FIC RO PR I T PR

2 I3

1
s a0 T2 e A — -

1
R PR
2
1
SR = - —— s AG) = - dx e
2 I3
5 b0 =

yeali-x

©) Solucién general:

curvas para las cual
el eje de abscisas,
contacto, tiens valor cons:

rea del tridngulo formado por
1a zects tasgeate v ol Tatio vector del punto de

La base del triangulo serd la abscisa del corte de la tangente con el
e hoxitoatel, mieniras que 1a situra es 2a ordamsda del pumse. Por
tanto,

xy -y
Y Yy izaey -

¥ xy-za
Esta ecuacién no es lineal en 1 y. pero s1 lo serfa si
tomamos x como incognita e y con variable independiente, pues al poner
¥’ = 1/x', queda
. xy-2a

a) Homogénea asociada
Posee 1a solucitn general
x-hy.
b) Solucién particular
P =AYy 2P =N Y e AW o
SR Y+ AW - 7A(y) y=-

2
tonm --2aam -
¥

B = -
¥y
©) Solucién general

a
x=Ay+osxy-Aysa
¥

941 Beterniner lus irras an 1nd g oL mguants tisersiriias o8 ol afe
de absc: la recta tangente es igual al cuadrado de la ordenada
- pirey et ologlbve g

La ecuacién es

Tragins 317

www.FreeLibros.me



(Bcuacionss Diferencisles Lineales Complotas do briser Orden)

X¥-y
2) Honogénen sscciaca
Tiene 1a solucién general

x=Ay.

b) Solucién particular
P = AL y o R ly) = ALYy + AW 2

AR Y ALY - SAlY) Y=y 2 A = 1Al =y e

»ply) = -
©) Solucién general®)

x -y
05) Daterminar las curvas tales q\u 1a ordenada del origen de la recta
tangente coincida con el segaento de subnormal. (vemidovich, 793)

La ecuacién es

¥

yoxy ayy ey« 3

xey

Bata ecuacién se puede resolver como homogénea, pero intercambiando los
papeles de x e y, resulta lineal:

a) Homogt sociada
Tiene la solucién general

x=ay.

b) Solucién particular
PO = A(y) Y2 R ly) = RAy) Y+ Al 2
1
SAUY) Y +AlY) - A ye 1A == sAly) =Inys
sply) =y lny.
©) Solucién general
x=y (R+Iny).
06) Trayectorias ortogonales de la famtlia curvas
y=xeTor

(simmons, 10.5)

1) Bcuacién de la familia dada
1-CeXwC=(l-y) eXayexsl-y.
2) Beuneit de s ceavacnorias ortogonales

Sustituyendo y' por -1/y’, qued:

1

Yy exy ey e ley =
y-x-1
-y - X exey -1,

i 8 Gt LaaR s T AnOmmin

[CEp— = o estete
sl 0 peisare Intomcublendo 1on  popl abacisa
De becho, a1 ponerla com liesl en % la ecuacien

*foraslsenter 1a aisma.

[
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(Beuactones pitereciai

a) Homogénea asociada:

x-ner.
b) Solucién particular
(1) = Aly) &F 2 p'(y) = A'(y) e - AL o7 »
SAY) eF - Al eV 4 Ay ey -1eA(y) e (y - 1) @
B R R R I e
“er(y -2 ey my -2
©) Solucion general
xaAevey-2

O7) I gt msterial de meta = seehisa o mvistento reotiline befo al
ofecto de una donal (con constante a) al tiempo

ncontruado wan sesistencia del medio proporeiomal (con comstente b &
su velocidad. Determinar sta, sabiendo que inicialmente es m
(abarenko, 161)

Siendo v la funcién incégnita, de la variable tiempo t, la ecuacién que
verifica e

b
mvieat-bvev s-vac-

a) Homogénea asociada
av

b b
Vet ve0s s Cdtalnv-dnA--tevanedn

5 solucien particular
Por ser la homog de coeficientes constantes y el témino
il Mo 8 i s

BIE) =MEs NP (E) mMaMso (ME+N) =t

b a b b a b
S M-t e =0w-M- =0, M4-N=0=
PR " aa n

aMes, me-apmate D
B PR
©) Solucién general
vian ety 2
5
T —
Inponiendo que ¥(0) = 0, sale
Aelavallenm.y o2
) » 5

©) Interpretacién
La velocidad tiene un transitorio, apreciable para tiempos
ot o patn Lot et thanda 1 valor nite

v
Sin embargo, el sequndo sunando crece indefinidamente con el tiempo, por
10 que 1a velocidad total tenders a infinito

[
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(Bouciones Diterencisies Lineales Completes de Priner orden)

08) Una gota de agua de masa inicial M se evapora uniformemente a razén
do a unidades de masa por cada unidad de tiempo, a la ver que hace una
cafda libre en el aire, iniciada con velocidad nula. Si en la caida
encuentra una resistencia del medio directamente proporcional (segin una

constante positiva X) a su velocidad instanténea, determinar ésta en
funcibn del tiempo. (serman, 10).

La masa m(t) en cada instante serd
()
siend v 1t velocidad instancioen da 18 gm, tendre:
vy WoAS v amg -k a

et g-kvev ey
e "

que es una ecuacién lineal complet
L nomostnea asociada admive 1a solucin general

Imvelnce InM-at) sveCO-at)
b) Buscasos una soluctsn Tertiilac s 1 IR DI A1 Mesite
variaci6n de constantes de Lagr:

(e o) M-an t o

af@ -c® M-an -

sCe M-an t o-c) Kk-a) M-at tov

. Clt) M-at)t mgect) mgM-an) b o
Woac
a1 g
scte)m-gM-at) f ——-e T _w-av
Za-xa k-2a
2
st a2 m-an-t Mot e m-an

k-2a k-2a
©) La soluci6n general queda en la forma
s

vecM-an t e -an.

Parat = 0 es v =0, luego

Woan mt m-oan f -

Tragins 30
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(Beuaciones Dierenciates Linea

Complotas de prizer orden)

u
=2 m-at (—
2a-x -

de sal. Al llenarlo de agua purs

09) En el fondo de un depésito de 300 litros de capacidad hay usa capa
upone

o o el
(Desidovich, 2909. Apoatol, 1, 8.7, 10)

Si x, funcién desconocida del tiempo, es la cantidad de sal en el
Taatinte t. 1ab conttotones del snmeiato oo pereiten esceibie
1

L %(0) = 0, x'(0) =

3
7w zaane v e meeedSe Eicusencial Thsud: vorpless, e sodbiclencen 3
término independien
=) Ta hosogénea assctada &

x C

Tt xRN e

%) Bocbamon umn wolcion pastiovlas osmtuite £14) o e

0-x ‘7,,,.,,_““
300

©) 1a solucién general 1a caceibizencs en 1a torma
100 + ¢

@ be 1a condicion x(0) = 0 sale ¢ = - 100, lucgo
x
X =100 (1 - et/300) 5 xr o o 5 ghesi0o
3

) De 1a condicién x' (0) = 1/3 se obtiene k = - 1
(LT 0 X0 = 00 (- e w20,
cantidad que vendtd expresads en Kilograne

10) Supongamos un circuito eléctrico en el que tememos conectados en
Socls = smeraier dalecsienta (e e s Ll o tiaaite
conocida V(t)), una resistencia de valor un enrollanten
coar R e ey o A s e
fancién dol ciempo t.

presencia el emollamiento profuce, cow es sabido, cambios
sprecisbles en el caxpo magmético del iiito, ‘1o cnles & m ves
{hbuoen s Tierss' Stoctroaicis que so opous 41 camblo de iavensidad

aegtn un Factor L (constante de Sutoindsceion) . Be decies
fuerza electromotriz de valor
a1
i s

a
Ast, la fuerza electromotriz eficaz del circuito serd
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2o priver ozdem)

51 tenemos una resistencia B, esta fuerza eficaz se emplea en equilibrar
Ta péraida de povencial que provoca: 1a cusl vale. (segén 1a Ley de Ohm)
RIE).

De esta forma, queda
ar a R 1
V) -L>-RIe—sT1aZvie),
'L 1
ecuacién diferencial lineal en la que la intensidad de corriente es la
funcién incognita. Su solucién dependera de la fuerza electromotriz
aplicada V(t). Estudienos varios casos particulares
a) v
T
Cireuia v tnteneidsd 1107, be desoomacta el clreuie sel gemerudor.
La ecuacién es lineal homogénea con soluci6n
I(6) = 1(0) Bxp(- — t).
5o comprends que 1a incanatdad se meakiens duraste algin tiemgo, pero
enseguida tiende a anu
b) V(t) = E.
caso de mplicar a1 cizculto ws pila ds tension constante
nte contim) uscitn es complets, pem de coetioiences

lends K wna® comtante. arbiiraris, 1a soluctén
s g

R
T - KB o)
Probando una solucién particular

R E
E(E) =M £ (E) m0 e M=M=
PR

con 10 que 1a solucién general es
R E

() = KBep(- = t) 4 .

R R

Puesto que

e B ® E
I(0) =K+ =wK=T(0) -5 I(t) = (O) - =) Bxp(- ~ &) + .
R B L R

La intensidad tiene un sumando fijo (régimen permanente) y otro que

nde a anulars sar ransicorio) .
La corriente decrece hacia el limite constante si I(0) > E/R, serd
constante si I(0) = E/R, o crece hacia el lfmite si 1(0) < E/R.

©) V() = B sen(a + B €]
Serta o1 cuso de conectar al circutto un generador de coreiente alterna.
2 funcién, E representa el valor mixino de la tensién, & se conoce

mediante la formula V(0) = E sen , mientras que f es la frecuencia, o
nGmero tal que T = 21/B sea el perfodo de la corriente.
12 o8 conoolds la solucitn de ia ecuscion hosagéaen asociada.
Probando una solucién particul
ity < contas B t) + N senta + 8 1)
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(Bcusciones Diterencisles Linesles Corpletes da Primes Orden)

AACRRELX

i BE) S WP Cou it s TN %

.us.-—u-n,»"ﬂ'-n--.
L

R
Mas— 2 g 2,
L(R/1)? . B2 L w2 e g
1
4 £(E) = = ——— (B cosi@ + Bt + (R/L) sen@ + B ©)).
L (r1)? e B2
Bata solucién particular
parimetros

expresa mejor introduciendo dos nuevos

I e {m. ~Acos 7
LR

Asens”

7 - axc tg
7
s
< £() = — (seni + B t) cos 7 - coste + B £) sen 7) =
ia
® e
R e R

r2 o
La solucién general de la ecuacién del circuito es

T - KBl 6 ‘7“”.:.5:'1;.
donde T(0) = X + sen(a - 7) »
ll’»ﬂ‘

s 1) = (1) - sent@ - ) B~ L)

Ip s
————sen@+ Bt -
De nuevo 1a intensidad se campone de un sunando que tiende a anularse
cm o) tlepo (riginmn transicorio) y w smwdo, qus da o] sigimen
pe: de tipo sinuscial con 1a misms frecuencia £ que 1a teneicn
Eininistrada, st bien ol valor ieino

y a la fase inicial & hay que restar un nuevo dngulo 7 (des
circuito) @)

BV m e g iwmeiisd sy ol lomie & gt om
ociado etreutts, a1 cror  de

PV i
cociente entre In impedancis, sientas

e el axguneato de

[
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(56 1a tey de mtriantento de wewton)

La Loy do Enfrianiento de Newton

Supéngase un cuerpo caliente que en un instante dado se introduce en un
anbiente de temperatura inferior a la del cuerpo. El cuerpo tiende a
entriarse. Si la temperatura del ambiente (constante o variable) se

supone conocida, ¢cémo sers la del cuerpo? Newton enuncié la hipétesis,
corroborada experimentalmente como toda buena ley de la Fisica, de que
ol costiciente de variacién de la temperatura del cusrpo a lo largo

o o proporcional a la diferencia instanténea entre la

temperatura del cuerpo y la del ambiemte. Esta afirmacién es la que
clésicanente se denomina cono Ley de Enfrimiento de Newton.

2.- Ecuacién diferencial a que conduce
siendo y = y(t) la temperatura del cuerpo (funcién desconocida del
Ciempo 41, ¥ siendo AE) 1a cemperatura dato de smbienter 1a ley de
Newton se traduce en la ecuacitn
y' = -k y - A®),

i it . progs oL ead Coia meimnts,
Fonia o Sath caper e WK Smea SeMtiivi's T e wkmonnen
Tigno mence porque y destacer oo 10 Gial #u darivada dabe sex megativa.

3.- Bstudlo de la ecuscisn

5o traca de s scuacin ineal completa. Su scuacitn homogénen ascctada
adnite 1a solucién general

donde C as una constante asbitrecis. Tace 1a bisqueds de uma sclucin
TeRtbotiar da 1a sceacieh somslave, Sistisisanics doo casch:

o) Temperatura ambiente constante
54 2 er dicns valo constance, %0 Do na olucicn pusticular Canbien
constan
S(E) =M g (E) =020k (oA aMeA
Ia solucién general, entonces, queda sxpressda gor
y=A+ceR

3 Temeraturs amience variale

una solucién pacticular

g(t) = c(t) e* » g’ () = €' (k) e - k Ct) e »

S C ek - kCekx -k (Ce™ - AR)) #C o=k &M AlL) »

veox [ o am e agm - xen [0 aw a

sato permite escribir 1a solucién general como

www Fréetibids me



(00 1a ey do Etrismiento do Neweon)

yeek ok [ am an,

que dependers, naturalmente, de la expresién funcional de la temperatura
ambiente.

B0 anbos casos, 1a constance C se decernina mediante la temperatura v (0)
que tena el cuerpo al introducirlo en el ambiente, 1a cual o ou
conocida. Alguna medida experimental realizada b i
omrenta’t 3, pamitird calorler 1a constante de enfrimmianco, ¥ sl
dejar singularizada la funcién solucién del problema

4.- Bfercicion

Tlustrarenos nuestra exposicién con algunos ejemplos de aplicacién:

01) Caleular la constants k de enfriamtento de un cuerpo sabiendo que la
temperatura de éste pass de 200°C a 100°C en 40 mimutos al ser
introducido en un smbiente de temperatura constante o igual a 10°C.
(aposea1, 1, pégina 306

La soluci6n general de la ecuacién es
y=104cekt
-
€ Cn190 8y =10+ 190 &K
otzo dato del enunciade s que y(40) = 100, Tuege
100 = 10 + 190 €K » > w4 0 In 2w - 40K
)
n1s-1ns
ka2 22
w0

03) Un tamdmstro se mztisse gusrdado wn ucs ebleacide cus epers
frroqrire et

e oetonies 54 Tamenture tovarior, sibiesds qun
. postol, 1, 0.7, 8)

Siendo A 1a temperatura exterior, la solucién general es

y oA+ e
roesto aue y(0) - 75, y16) + 65, yG0) = 66,
B}

03) Un cuerpo se encuentra a una temperatura ds 100°C cuando se intro-

Tragina )
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(90 38 toy de meriamtento da ewton)

ocal de temperatura comstante igual a 20°C. Durante los 20
peimeres u.m. in emperatucs dal cuerpo desciende o 0°C.
o ‘temperat . 30°C?  (bemidovicn, 2903, mig

tnstan dam,
vy
La solucién general de la ecuacién del problema es

y =204 ek
Puesto que y = 100 para t = 0, resulta C = 80. ¥ puesto que y = 60 para
el valor t - 20, obtenemos

12
P

De eata forma la funcion x queda perfectamente deterninada:

00) aliar 1n temperatuzs do m cuerpo com funcitn del tieme, sibisnde
200°F y que se iatroduce
o en 60T, s e i
pilmb oo

o~ & sasta castente ga
1'% cada 10 minutos.

Paza 1a cemparatura A(K) de) sabieate s sabe qu
s 0 s A b - o0,
5. Stints itncainie v e Be CALoAlR pocaia K9S B S0,
siendo, pues,
€
A®) = 60 - —,
para expresar la solucién general de la ecuacitn diferencial que rige la
Loy de Newton, bay qua caleular 1a integrad
pefem oS a
0
Hacemos una integracion por partes poniendo
€ ac
w60 - —sdum-—
1 )

av - ot arav -t e
x

1 s00
Joraa St
* oK

1012
La solucién general serd

oo e [ o
yeCod o — 0
epntent @ 1 < 200 e - 0 ane
ot L e oxes

SR T 1 T

05) AL Jefe de Gobierno y a su Ministro de Economfa les sirven ta

Tragina 101
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(Ge 1a Loy de Emeriantento de eweon)

1 Jafo de Goblerno afiade

café a la misma temperatura y al mismo t

inmediatanente una pequefia

hasta pasados 10 minutos. 1a
sma cantidad de leche y toma su café. ¢Cul de los dos toma el café

mis caliente? (simens, Capitulo 1, 15)

Siendo A la temperatura anbiente las temperaturas en una y otra taza se
rigen por la misma ecuacién diferencial

v = )+ +D ek,

nde D es una constante de integracién. Tanto ella como la propia
temperatura y, serdn distintas en cada una de las dos situaciones, por
1o que en 1o sucesivo las acompaflaremos de subfndices J (Jefe) y M
(Ministro) .
sutin 18 sempusaten alcuf T merpraci{ieey i ol i

anbos casos, supondrenos al mezclar caté y leche, sus
B Vi
a) Taza de Jefe de Gobierno
can cen-2a
R T

(0

cen-2a

[AUIEE PRa R
5u temperatura en el momento de la tona serd

cen-22
Toeyp0) mas 2T 2R o
2

b) Taza del Ministro de Bconomia

Yul0) = CmAoDyaDy=C-As

@ YylE) m A e (€ - A K wy(10) m A e (- A) e K,

5u tenperatura en el momento de la tona sers
W0 4L a4 c-m e 4L

o Te.
2 2
€) Comparacién de anbas temperaturas
cen-2a Bec-mek 4L
LR PP ALALL T A LA
2 2
A-1 n-a A-1
PRIt ey 5o,
2 2
pormie o0 2 < 3y porme suponer que 1a temperatura ambiente A

SRR et g ot g
Sete de Gomterno,

o
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‘BCUACIONES DIFERENCIALES DE BERNOUILLT

na ecuacién diferencial de Bermouilli a toda ecvacién
Chtatencaar e Ceiwar Seian tarts foeaa
¥+ ROy =t y0

donde .1, 15 e e - sene una ecoacion 1ineal.

La.ccuaciéns ol Tinead sphicunds o1 cublo

g

01 seteratons 1as curvas tales e o crdesads del origen dn 1n eeta
te ses proporcionsl al cusdrado de la ordesada. (Gesidovien

tangen

Siendo k > 0 1a constante de proporcionalidad, la ecuacién es
y S mpa wpbe e Sy o i

que e de Bernouilli. Poniendo

1
vyt

<1 canbio

1a convierte en la ecuacién lineal

) Solucién general de la homogénea asociada
A
viezveoa e Tamyama-mxevez

b1 solucicn parcicular de la Linesl compls

AG) T %A A x AW 1AW K
aprin LA XA M x oA IMH LR,
* e ) x
A = - kS AM) = - kx Bl = -k
e Solucktn genaret e 1a imeet

Pl =

vk
@) Solucién general de la ecuaci6n de Bernoutlli
Deshaciendo el cambio, queda

1

A A
Selikekata
¥ x

02) Deterninar las curvas tales crtesatn as1 oetgum 4o 1a seots
Voagests e pevporeional o5 ocbe da 1n entunedar fecms

Siendo k > 0 la constante de proporcionalidad, la ecuacién es

Tzt
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(Souncionen Diferenciales de sermoutile)

1 x
yeigy wxgeyre syssZde

1
e

Entonces,

2 x
Sy eavayiyaviavie-ve -

que es una ecuaci6n lineal.
a) Solucién general de la homogénea asociada
av  zax A
D T A R
b) Solucién particular de la lineal completa
AG) A0 2 A
PO = ks ) - 2R

LA 2R 2Am K

k X
SRR = -k xsAM) = -2 X e pla) = -
2 2
©) Solucién general de la lineal
kK 2A-k%
2%
4) Solucién general de la ecuacién de Bernouilli
Deshaciendo el cambio, qued:
ka?-2A 1

) vidneo miguae X' (0,b) dal eln Ge andaindas; s Ride I deidolts

Tangente ses igush o 1a distancia
s taae ot e e e e et v AL e . aheesian
(vensaovicn, 2003).

La condietén se traduce en 1a scuacitn diferencial
” Xy -y
= asy? - —?
- v

Opexando y simplificando se llega a

2xy
e e

Ry

Y 2

s wma ccuncitn de Bemoullli en la incognita x d la verlanle
Tndepentiente -
Poniendo

el canbio

Tragien o
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(scuscionas oterancis

40 Barouting)

1a convierte en la ecuacién lineal

a) Homogénea asoctada

Bjsase e
oS KT e ) =it e A 4
8-y
2

Ay e AW = Ay 2 A Ay -
¥

1w .3
AW e (— ey e R - B2 e ¥R
2y 2

©) Soluci6n general
1
veRAY -y,
2
@) Soluci6n de la ecuacitn original
S B e T B AA

04) Determinar la curva p = £ (6) tal que el dres x e de
o ibol iy g el g b s
coordenadas polares del extremo mEvil. (sersn, 4043)

1a consicssn de1 problems o8
f
T
e .

1 1
SRk rop) apTe e

Derivando queda

Esta ecuaci6n de Bernouilli requiere el cambio

s
para convertirse en la lineal
L 1
Ve rwe
a) Homogéne: -
Adnite 1a solucién genersl
veno

b) Solucién particular
Por el método de variacién de constantes, sale la
b
P = - —.
2x
©) Solucién general
gy DO festgutis v 64

2kAwL-1
veRw. e 2
7x 2%
@) Soluci6n de 1a ecuacion
Deshaciendo el canbio, queda
[
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(Bouscionss Diterencialen do Bermouilii)

2x
B,
T-2xne
o) Solucién particular
Inponiendo que l1a curva pase por el punto (U, p) sale
po-2k 2% 0 b
TEAS g ——
0 Py W Py + 2K 0 - Py 0

Tragtea 9
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(Beusciones de Riceacs)

ECUACIONES DE RICCATI

denonina eouscién da Ricoatd a toda ecuacion diferencial de priser
crden a1 o

¥+ P00y + RO ¥ = Q0x),
donde 7,8, son funciones Smttms w1 Sorarealo 1 SR
En general, no son resolubles en términos elementales, pero sf en el
casd de coniover tma © variss soluicnss particulsres

1.- Se conoce una solucién particular

51y Db es uma solucién particular, se pone
vep-sey R A ) (pv—vonm «p~—rﬂ-
v v

- P+ PG B+ RGO B 4

SR 22 R P S v R0 = -
v v -
v 1 1 &
= Q@)+ - B0 - 2 RGD PG -+ RO — = Q) »
v v v

1 1
SR pW Ce R —-0s

(2 + 2 ROx) p(x)]v-»n
o om: i hnsat Sonp o ae Lo bt ook

2.- Se conocen dos soluciones particula:

Siy=p(x) ey = qlx) son dos soluciones particulares, se pone

v-® p-va PR veRpv @ vea vovia
v sy RIY8,, BORVIRVIAVIEV IV,
v-a 1w @-wn

S P VRV @ Ve Vv
4 RO0 o -va-vpevial PR [P+ @V -2pqv] =
B 4 2O p e RGP 0 ¥ Q0 BO0 G 0 ROO B -

v e B0 Pl v (g e B gl 4V (- @) - 2R B av -
=) + ¥ QW) - v QW) - R B - v Q) - R @) +
V- @ - 2R PI=0W (-Wia
=0 + v Q) - 2000 v e
2 VRO PP VRO) G 4V (p-@) - 2RI PGV e

*TER oD O 0
+ v 4 REO [pG) - qb] v
oo enate. Tinoal, mossues. on e’ Sasbiiea 95 30 sstes
general es

S oo - ata) e
v-Be

[T
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(Bcusciones e Riceat)

¥, deshaciendo el canbio, queda
y - pix) 5 R0 - aw) ax
¢ "

¥ - a

3.- Se conocen tres soluciones particulares

Sty =p00. ¥ » g ey = r(x) son tres soluciones particulstes, las
dos prineras permiten obtener la solucién general de ante: stir,
pues, un valor concreto b de la constante de integracion B tal qu

z(x) S o - aonl e

£ - i
Dividiendo anbas expresiones y anotando B/b como C, queda
- pe0 rlx) - qx)
=3 L.,
Q) ) - px)
s vt deipedas ¥ oln Latogrenite Klyw:

- Bjercicios

01) Resolver la ecuacién diferenctal

e
yoelewyEox.

5iy = x laecuacién se satistace, luego planteanos el cambio
1 v
yex-cey =142,

v v

que la transforna en la
v 1 1o2x

B Sx e
1 1e2x
aviecIvex -2 VeV s ———vax.
x x
a) Homogénea
av

1e2x

2 2
GxslnvelnA-lnx--xave
5

b) Particular

Ax) 2

L

A At 2 2
»prx ~x5y SRRl S SR AW B T Y
A
Bp(- - x!y SRR - !xp(» *) o
Al Ex apim -

M2 je s PO

©) General

Tragins 07
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(Scuaciones do Riceats)

2
2w
5

@) solucién general de la ecuacién de Riccati

2
2ABRG - -1
2x s

B 2 .
TAERC X 41 2AERC ) 41
02) Resolver la ecuacién diferencial

Y -y¥-Q-2x0y-1+4x-x20,
buscando soluciones de tipo polinta

e e
PO = Mx 4 N+ x)
En efecto, de
Mo M N L 2MNK) - M eN-2MK - 2NX) - 1ex- -
- 0f-2Me )R- EMNAM-2N-1) xe (M-N-N-1) =0,
se concluye que debe ser
M - 2M+1-M-D2e0aMa1
2MN+M-2N-1=2N-2N=0
M- N N1 NM+1 =0sN=0, N=-1
st obtenenos las soluciones
POO =%, b0 = x - 1
Anora efectuanos el cambio
p-va

R U RIS s pr
Ty Ty R
que da lugar a 1a nueva ccuaci6n en vi
v iy e
La solucién general en 1a incgnita y serd
Aot
yexe 2
Siiae
03) Resolver 1a scusciéa diferencial
¥ =1y

Una solucién evidente es la y = tg x. Entonce

yetgx- ey a1 g

v 1 1
Sletgs alitgi = -2tgx-sv =l-2Vigx
v v v

acién lineal
2 sotucion general de 1a homogénea asociada

Tragina 10
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(Bcusciones de miceatt)

av
= --2tgxdcelnvelnA+2lncosx=v=Acosx.
b) Solucién particular de la ecuacién lineal completa
P(x) = Alx) cos? x » p’ (x) = A’ (x) cosx - 2 A(x) cos x sen x
@ A7 (x) cos - 2 A(x) cos x sen X = 1 - 2 Alx) cosix tg x &

A0 = 4 A(x) = tg x » p(x) = cos x sen x.

costx
©) Soluci6n general de la ecuacién lineal
ox + cos x sen x.
@ Solucisn general de 1. etuncion do Riceats
s
. . e S—
A costx + cos x sen x O3 X Acos x + sen x

04) Resolver la ecuacién
xy eyiel

Las soluciones y = *1 son evidentes. EL canbio que proceds e

1ev 2w 2xv  1+vie2v
y sy a T W 2ET TR
1-v @-wi oa-wr oa-w?

SIEY elevieavelev avexveavaos

Deshaciéndolo, queda

PRy
y- @,
-a
00 ooebvese e la solucitn wmda y - tg x mo obtiene de 1a
solucién genersl pars valor alguo de s comstante asbitraria ino
smit R e ——— @ i e

a
trata g 1x

e

Para A - 0, mientras @ la y - -1 se cbriens

[y
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Planteantento

i ek
x,y) dy = 0,
o, 818 o Hunstinkm e mns, S boaian ¥ o el Goibks

3

sea una ecuacién diferencial exacta. Para ello es necesario, y, bajo

ciertas condiciones (como que D sea convexo, simplemente conexo u otras)
que

) o) ow o
L

x
G 8w s S Bnm _ d0nm
Lae —Fp. 2,

x ay
Esta es una ecuacion diferencial lineal completa on derivadss parciales
pars To lncégnita In 4 Su cesclucicn, en general, puede presencar
mayores dificultades que la ecuacién de origen. No obstante, en
sigues casos Particulaces, sxiate rescluctén slemetal, coms verenss &
continuacién.

2.- Pactor integrante de varisbl,

Considerenos aquellas ecuaciones diferenciales para las que existan dos
funciones p(x) y qly) tales que
s

g TP B AW e

La ecuacién para el factor integrante se reduce, entonces, a la
80n w I
p0x) B - qly) &= ——
o q
[ S eanm
L LR TR
i LR Sk SN Ta S i sttt £130
x,y) = £0) Gly) + ln p(xy) = ln £(x) +In g
2aw £ 90w gw

ox £
B 1A e VAL S Sl pare [ -
£ El
G - T! B - lay -
que se satistace anulando loo coeficientes -

1..u,

px) -

L [pm O R P T L)
£

Tragie o)

www.FreeLibros.me



(ractores tneegrantes)

gty ) &

ixy) - oTP & Jatn &y

3.- Factor integrante dependiente de una sola variable

Como casos particulares del anterior, se presentan estos dos, en el que

el factor integrante depende s6lo de X o d

#) 5 existe una funcion plx) tal que
8

= b0 st - TP &

B oy o
RaiTSGEEEd ALiee, Boe wiwloy dalite SiClon iliauins
+B(x) y = Q@) + (P(x) y - Q)] dx + dy = 0,

donce
1 o
L A
B oy o
por 10 que la funcien
) - TP &

es au factor integrant
b) si existe una mnmn aly) a1 que

- ? = a »uy) - ST

4.- Otros casos de factores integrantes

Ciercas ecuaciones pueden admitir un factor integrante de una sola
variable, 4 = ji(u), donde a su vez u sea una funcién simple de x e y.
Veremos tres casos:

a) Factor integrante funci6n de x

Poniendo u = %oy, o1 exista um factor iategrante kiu), se cuplizt que

) @ s B e () B4 ) —
w O o e o) B ) o

s o8

oa o8 wo_dy
e R i
de manera que esta Gltima expresién debe ser una cierta funcién p de la
variable u. Reciprocamente, si existe una funcién plxsy) tal que
2
ay o
——— = pluy),
es claro que tenemos el factor integrante
I ‘“, conu=x+y.
b) Factor integrante funcién de x
Poniendo u = % v, 81 existe un factor integeante k(s), se cuplird que

C ) x @ s B — = +u —
w ) e W) Y B e )

Trazima =
www.FreeLibros.me



(Pactores tntegrant

o B

e
Ry xw ."_,’;_
A e e, M e e  clerta tucitn p & .
Kec:ymc-uen:e, 8i existe una funcién p(x y) tal
o op
8y ox
v B ey
yB -
e6 Glaro que tenence ol askon iaregreate
B = e ® ooy nxy.
o) Factor invegrance cuncien de y/x.
Fonienda u = 3/, oL existe un fastor Lnsegrance u(w). se curplind T

w2 @ 2w L pw
ww Teeuw Zeww Lo 2

B GR

a op xavryR w o
PR =) e X ———,
o ox ) W XarvE

que esta Gltima expresi6n debe ser funcién de u.
e oncuie . g g B ol g
sa aB

7’ T yr%)
- X ———— = ply/x),
xa+yB
es clase que eseaos o1 tacton aseoprite
o

Dentro de este caso quedan englobadas tod: mes homogéne:
iy ey v e
porque 21 pones y - 5 %, y 90) e ]
o 0B

By
xaryE
9w
Xty -y u-gm
1o que implica que el factor integrante es
-
“

) =&

5.- Ejercicios
01) Integrar la ecuacién aiferencial

@-2xy axexay=o.

Operando se tiene

ragina 5
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(ractores tntegeantes)

ww L imow s
LR .
Bom iR R

5

con 10 que la ecuacién diferencial se escribe en la forma
1-2xy
ax+ > ay-o
x @
Eatonces,

1-2xy
poey) = [ T ax s biy) - -
x

X
.g.:.r(yr-ﬁ.wm-n-wyl-D‘

T
%

3w

O LS

3w
Siendo C una constante arbitraria, la solucién de la ecuacién
diterencial es

3xy-1e3cx.

02) Comprobar que 1a ecuacién diferencisl

Q-xy) ax+ xy-x) 4y
ataite w tactor iategreste e depends solemeate de la vasishle x.
Econtrarlo y resolver la ecuacién.

EL céleulo

1 8« x-y 1
- L N

Zon e o evlatencia, e Sactar tntegrunee depitiones 0010 00 13

variable x. Puesto

T 2 [ i

€1 factor integrante buscado es el

1
nex) =

La nueva ecuacién diferencial
Covasy-xa-o
que sers exacta, se resuelve buscando una funcién potencial

3
Seexe W) ey - x e Wy =y ey =y2 e
% ) ) =y » )

1
Coy) ke By = dnx - xy e Uy »

xy) = Inx - xy+
PPIIETIING .. 70 gener-l A

1n e,
onde C e uma constante arbitraria. su-u:uylnam. adecuadanente por

Tragina 557
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(ractores tntegrantes)

otra K, la solucién se expresa como
S2xyelamd) =0,

03) Comprobar que la scuacién diferencial
cos ¥

v -

aduite wn festor integrate que depesds solmeate de la varisbls y.
Encontrarlo y resolver la ecuaciéa.

Escrita en la forma
cos y ax + (x seny - 1) dy = 0,

“rtoveam s [un ey imeny

S By - cos? y.
Una funcién potencial para 1a nueva ecuscién es la
sy = ooty ax + i) = x cost y + W) >

3
o= xcos?yseny-cos?ywxcos?ysenys iy s

o
S (y) = - cosy Py = -tgy

» 90,y = x cosly - tgy,
1o que permite escribir la solucién general de la ecuacién dada:
x - 2

04) Buscar un factor integrante (x,y) = £(x) gly) para la ecuacién
diferencial

o< ¥ ax 4 seny o dy = 0,
SRONNINE ..oy

El caleulo
8
—-—=-3xsnye “Y-2xsenye’
oy ox
(-2 B 0 seny a
i AR bk S NS eI, St Cass
£ - eI HE Lo gy 2 MY Y sy

s uiey) = e e

oy

x e ax + seny e? 8 Ydy a0

1
pley) - [xed ar oy <= 2o ey o

a
22 sy e oty apiy) s biy) = [ senyed o vay.
% Y W) s = [aeny vay

%

@ ler oy,
3

A ¥ (x,y) =
S led Y play) - - e
3 ¥ 2

Tragina 501
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(ractores tocepeances)

48169 4 e Y g,

83, Satiar dnn mevas pars s cnnlas ol fon o) iotingile oo 3o
o1 30 bortsoutal, i secte tangeate  la due ue el pusto de contecte
b s Mo sk Bk iofge ol

Para cada punto (x,y) de la curva, la tangente (recta que p:
g vt g ity sl g

por €1y

w-L o
7
5u abacisa viene a medir la base del triéngulo del enunciado
e 1a crdenada Gel punco de contaceo. For tanco, 1a ecuscién witerenciar
de e

v
R R ot

No se trata de una diferencial exacta y podriamos buscar un factor
iategrante. Probaado uo que solsmente dapenda de Y, sale

ey
L ndtodo do las ditersncisles exactas conduce entonces al resultado

v
donde C es una constante arbitraria de integracion’

.- ecaxy-cyex,
o

06) Resolver las ecuaciones diferenciale
zx=y¢y=»ex. @x -xy ay =0,
(e ) dx + cos y dy = 0,
sedaate factores tategeenten. Ooostor, 14, 10.30, 9.

21 opesando, se tiene
s W 2t eg &% axte3
e Eeixeay-edeyecazoay
w g -axeay

CR e —"

@i

] sjercicio  podcis haberse remelto directammte mediamts  sepa-

macién do variable
x e ax + seny e 0 Yy =04

1 1
a--eX i _edcmyaps
2 3

-'3='a‘2g'iw-¥-€ﬂ-c

@) o forms dn resclver cuscin comsiderar x com funcién
tactonlts ' y oom vriable ndependiots. B oot Sooms o0 aec
1 2K
¥
una ecuacidn disenl.
iz 551
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(ractoren_ategrant

10 que nos indica la inexistencia de factores integrantes iependan
Sa- o icle Faciatl.. Teakemod s Sikoncen 8 Euacat Fanciomes 3003
aly) tales
s o8
- —ap B-a) ae
D aly)
e-axsdyapt @X-xy) -qy) 2xyey) -
xp(x) (2% -y -yaly 2x ey
La forma de esta m:\ucxén sugiere probar con valore
PO =a, yaly = b
que 1a convierten en
ax+3y=(2a-2b X -(a+hye
1
-3-a+bea=-—, ba--u
2

a-2=a-b,
s
2%
€1 factor incegrante buscado es el
s _rpm o Jaw o | s s
(x,y) = 1x’ nvs,
118 it Sl a5 o1 Taure mdTS
e T A e L Y

Siendo ¢(x,y) el potencial del campo vectorial asociado a esta diferen-
cial exacta, se tendrd

2B = -

i
A - -
a 2

Batonce

Py = J‘u X2 yif2 4 2 P ax e Bly) =
2
R R AR
s
2R P ) = 2 N O

2
W) =02 Py) = 0w plxy) = 4 X2y 33yl
De esta forma, la soluci6n general de la ecuacién de partida es
a2 ety o ayplazcfte
3

xR yey -1y -DL,
ea una constante arbitraria y D = 5 CV4.
o Cperando, a6 ciene
8 1 ;
- e R N s
ay " g
lo que mos indics la existencis do un factor integrente que depende
solanente de x. Se t
wix) - eI
i scvacion iterencisl saieze el roero alpecto
(1 - e sen y) dx + &% cos y &
Stendo plxy) el potencial "ot o veptortal asoctado s ssta
diferencial exacta, se

Tragina 501
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(ractoren_incegrantes)

oo = - on ey ace v -

“xeexseny sy »

3

o emcosy s ¥(y) = e*cosy
SV y) =02 YY) = 0w plx)
AT Ml gt el e oo LR it PR

eny=c,
donde C o5 una constance arbitraria

olver las scuaciones diferencia)
Wxy+3y) axs (sx’y»l:}w-uv
Sreen e @rern o
sablendo que ambas Bt Aetaars . et B

Siendo Hix,y) el factor integrante de ambas ecuacions
v+ - G0xy ) =

se verificars

ol s
=e2xy+l) s —— (5 y+4x) - —— WxY +3Y),
¥ ™y % o " v
(2x7y+6) - 3x7y+8) =
s an
L L e PO

i las derivadas de In u se toman como incgnitas, tenemos un sistema
lineal cuyas soluciones son
anw 2 sanw 3
w x w ¥
De aquf se concluye que

3
dnp) =-dxs-dyslnp=2lnx+3lnyaln Gy
x ¥

ap ey
ste  factor mbas ecuaciones e integrandolas como
ifirmcisies exictes, $ia Sotocioues sch
Syt 1exy) =C Xyt (10 -,
slendo €y D 1as respectivas Constacnas atbitoariny do Shtogeacita.

08) Encontrar las curvas que posean la propiedad de que la proyeccisn
ontogunal 8al sagmento da norael schre la rects que wa el b e
punto de contacto, tenga longitud fija

TGS Sesiuens WL s (G 3 of e, et
de normal situado en el eje de abscisas, sobre la recta que por.
(0,0) ¥ (x,y), sale el punto

X xeyy) xy xeyyn

X .yt vy
Este punto debe distar k del punto de contacto (x,y), lo que se traduce

Tragina 7
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(actores tntegrantes)

en 1a ecuacién
GEyy ~xyNs (kY y -y ek (2 e yDie

v
a - k o
slents luf o canpo vectorial sscciado'a sat i e s

B B senw (k+p) +psenw-ksenseipsens,

a
1o que muestra que no se trata de una diferencial exacta. Sin embargo,
o B

: - )
SR - ae),
« % !
con 1o cual tenemos como factor integrante 1a funcién
o) - SR P

*
La ecuacion se transforma en la diferencial exacta
en cos @
LEenl gy B0 g
xep o
Stento p(0.p) una cuncion porencial del caspo asociado  elia, seré

P sen p cos &
¢lo.p) = J’ T w s vip) = - +¥e) o

G  xcoso X cos
PR s I R T R
% kep? 0
p cos w
+p,p) - - .

k+p

Igualando a una constante arbitraria -C, queda la golucién general
) = p cos v

Tragina 50
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(scuaciones da priner Orden 5o resseltas en y')

[ coactonss o Prmven omom wo mmsuETAs B ¥ |

Presentaremos algunos modelos de ecuaciones diferenciales de primer

orten e 1as que v’ o sparecs despejada  partiz e x ¢ y. para las que
m resciubilidad elemental pueds acomsterse si prevismente cambisms
Den de funcién incégnita, bien de veriable independiente o anbas oo

a 1a vez.

Modelo 1: y = £(x,y')

Se toma como nueva incgnita la funcitn y' = p. Derivando respecto de x
en 1a ecuacitn, queda

o e
"
que es una ecuacicn del tipo
(x.p.p") =
51 se resuelve, llegarenos a una mm.sn general como 1a
9(x,p,0) =
1n'cun 50 inn; Junte ' T4 eoumeti Bb perelan/y = £0e,pY) pare abintoas

P o bien despefar x ¢ y como funciones de p.

curvas cuyo segmento de normal tenga longitud

01) Ecuacién de 1
constante K.

La ecuacién es
8 Sl e At
ror ammm.. y lilw“{ic-nda, se obtien
+ )0 c~ax--x(x»p’) 33 dp = - K cos u du,
W1 el Mol S G
xoA-Keemuah-Xp (1+ph,
Elininando p, qum
ARy (koM YR,
pratiadons ot coutorening 4o tati £ ¥ semien'as a1 ju-noelbcaals
dos soluciones singulares, y = *K, que son envolventes de las curvas
integrales de la solucién generall).

() sin embargo, y = X mo parece ser solucibn de la scuscién diferen-
Cial ta elicecion radica e e al impises-
Y = oo n

Tragim w9
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ey

02) Resolver la ecuscién diferencial (ver fig. 12.1)
2yy exyiexy.

Despejando y, queda en la forma y =
2
Derivando respecto de x, operando y simplificando, queda
2 pz X -apx
Fs

. cony' = p.

® - %)
s S it Fxnude, oes, o1 canblo
P-vxap

x| «adi2 v

10 e
P oken pactas o vluvda 14 ecsacitn de pactida y tentendo en cuenta

1,
sign(2 v - 1) A Ve

con 1o que dejanos las soluciones en funcién del parimetro vy la con

tante arbitraria A%,

03) Resolver la ecuscién diferencial
Ay =y

Ponemos y' = p y derivamos respecto de x:
2p-x
Apmaxe2pp e
que es una ecuacién homogénea, para la cual
2v-1 -
- av av
Vol
1 xw-1)
x
sinsteicas
ctone

e ozecta y
4 soluciones. Cada
Loa cunles zecorzen la paribola y = x%.

de xeteocess,

cespecta

a

Tragime <o)
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(Bcuaciones de Primer Orden no resusltas en y')

Por otra parte,
1 1
Yes bR et (e s
N 3
A1V 2

ay- —)
4= 3 et

Modelo 2: ¥ = x Aly’) + Bly’) (Rcuaciones de Lagrange)

Se traca de un cuto pusticular del anterior, por 1o que tomremcs la
mievs fncognita y' = p ¥ darivazemce eapscto Oe %
[ioperasiasinfol
PR I i L. L L
. i) L P-A® B -Am
s una ecuacién lineal en la incégnita x, tomada p como variable
tadependientalh. gy solucita coscucisd s om
(p.C), ¥ = 3(p,C) Alp) + Blp)
Bata ecuscion pusde tener .omm..u ringulares provenientes de vilores
de p que anulen al denominador p - A(p). nd:
g e tatas atores S0 0 1on ca
1as otras soluciones, o bien envolventes de las todo
el ipde g il g o ool g e o)
después.

o) Bucontrar todas lse curias e tengen b propledsd de que el
rocténgulo cuyos lados sean los segmentos de tangente y de mormal ses

“aiivaiente en Lres & aquel e o1 Ges sems igusles a 1as cocedemaces dad

punto de contacto. (sersan, 4138).

La ecuacitn diferencial de esta fanilia de curvas es la

Yy
o PR R PR R
5

St
iy

B trita de in doincidn o4 Tagriae hunoglnel Foniendo y' =
derivar respecto de x sale

® B
xp 2y
1ep a2
JE G- e 2w @ 20w
X paspd) PP 1

1
slnx=InA-2lnp+lin(+pl) - —
2p7

O) st 5 e wa fucien constame o mls, 1a lineal remita homogéses,
masn por la @ la de lagrange sers mombrads también como hosogtoen (1
comleta en caso contrario) .

i e
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(Gcuacionss de eriser orden no sesueltas en y')

WENNE. . S B
Aspd) 2p?
14 p? 1

ax=a Bxp(- 3

2 pf
Lievando este valor a la ecuacisn diferencial,
1

1
y=A-EBEG-—.
» a
Eakis sl saE R 4 1 Gttt dne Sl i o
Mitaton, stends B ol PArtastcs on cads curve y A el d 1a familis de
soluciones

05) Eallar 1 a suma de los segmentos de normal y de
ol oy e e g e rs el gyl Ay
ey

La ecuacién diferencial sera

ydley?ayy =Kxsy<

Loy
que reconocemos como una ecuacién de Lagrange homogénea. Para su reso-

lucién planteanos el cambio()

'u’.Jx'v"-—

con 1o que 1a ecuacién queda en la forna
K x

Prewipim

TGy
esivant e o s
& ixa
ST Bl nod SR e
* (2K+1) u-

Slaxeinas un.ﬂ-mlzxu»w»xndzx.x.un.

teste svstiive @ e oo ecuactones o se
introduesr o cambio y - p iver para pamr 4 um  ecuscién
Ponpiog s o Sl SR ¥

oy
e la prisitiva o esolver, suglere algin casblo que lo elintne. My
endo p = o v e de slios. De forma.

integrands ua  expresitn  ractomal en la
bente vse ractomaliat con la sustitucién
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(scuaciones da primer orden o

usltas an y)

P Y I S
Cxen -w

Bata ecuacién, junto a la y = K x antes, permite escribir
Tos soiupionas on farms pesemitrios. Tembite e pasibie, deepelesto u,
clininar el parametro:

g e
2K+ 1)y - K

2k -axen/x
S ¥ Ba — donde 3 - 0 AN
1

06) Encontrar todas las curvi an la propiedad de que el
emento da 1a secta Rerasl cortedo per loe eles coordensics sen da
longitud constante L. (sermas, 4140)

La ecuacin diferencial de esta familia de curvas es la

e iigh
kxoyy)’ok——)’-()x‘yy'y’ LR N

ayexe
¥
5o toata da una ecuscitn ds Lagrange m-mm rontendo y' = tg u, se
escribe o
¥+ % cotg u = L cos u.
Derivamos respecto de x:
g u e cotgu - x u senPu - - Lu gen u s
4= - x cotgu = - L sentu cos u,
au
una ecuaci6n lineal.
§ L cuacicn nomgénca. sscciads adnite 1a solucion general
Inx -
1) Para busoar 1ma selmeitn pareicuier o 9 posemcs
g(u) = Clu) sen u= g (w) - C (w)-sen u + C(u) cos u =
4 C senu + Ccosu - Cgenucotg us - L sen®u cos u s
+ €+ Lsenucosus 2 costu s glu) = cortu senu.
©) La soluci6n general de la ecuacion lineal serd
%= Caenu+ - cos?u sen u.
Llevado este valor a la ecuacién diferencial, queda

¥+ - Caenu cotg u -  cos’u sen u cotg u o L con u
L
Sy = (L -0 cosu - < costu.
2
[y
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(Beuscionss de prine: orden no resueltas en y')

La pareja de ecuaciones en x e y, definen las soluciones en forma para-
siendo u el pardmetro en cada curva y C el de familia de golu-

07) Determinar las lfneas a través de las cuales se propaga el sonido a
10 largo de un plano, suponiendo que la fuente del mismo permanece in-
m6vil y que el viento sopla en una determinada direccién con velocidad
constante. (semman, 4150). (ver fig. 12.2).

Supongamos que la fuente sonora estd en el origen y que el viento sopla

de las trayectorias ortogonales a estas circunferenci:
cartesiana sers

07y
hacendo 1 tismpo ¢ ke pmmm AT e
Derivando,

2(x-aths2yy =0wx-at=-yy st

oy ey ec xeyyd, v
que ee la ecuacion asferencial de’ L ondas. e de las troyectorias
ortogonales serd

Paeyn -2y -yieylieyiotcay -n o

ydieyzto =scxy
pero anbas se

criben bajo la misma
by
e
1ey?en
siendo b = ¢ en un caso y b = -  en el otro. Esta es una ecuacion de
Lagrange homogénea. Poniendo y' = tg u, la ecuacién se escribe como
b een'u

¥ o x,
Tibcosu
¥, al derivar respecto de x, resulta
5

ey
B
oy Do
T T
B L L IEL._. Hw
e snien s 1 i i
2 14w 14w 14w
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(Bouscionen de primer orden no resusltas ea y')

(1-b) W - 2 W+ (14D)
av -

vix-masen]
W (14 W) (A-b) W+ (24D))
5. i
Jre-| . S e
w 14w (1-b) W + (14b)
=blnw-1n(l+w) + 1n(-b) W + (1sh)) =

Wobwilsb
“lnw sl

== ln(tgw2)®+ 1n (1 +bcos ) »
1w
x = A (tg w2)® (1 + b cos w)
y = A b tg(w2)® sen u
o 400, L LG S PN SUMLEIEY, e e S BRNES o8
e sl R e

08) Resolver 1a scuacién
- xytey
stoglares. (ver £3. 12.2).

¥ estudiar sus solucion

a1

que se trata de una ecuacién de Lagrange, poniendo y' = p,
prepisgachs

sEenpiad »
Eagtinda 1a sotucien s lAngular pe0sy=0,
queda

».
envolvente de las otr:

@ 2 3p

&2 wa scumcita umx e poses ot meiusien st
s e Gua serk diraccido apintotica pare

Ly =% 41, rec B
m edbohelt Al general. Como ecuaci6n lineal se resuelve

21 La nosogénca asoctada tiene como solucién general la
A

a-p?
1) Buscaos una soluctén particular
At N0 D) s 2 Am)
B - TR
a-p2? a-p?
1pt-2p

-peae) -
2a-p

2 A7(p) = 3p (1-p) %A

©) Expresanos la solucitn general como
2a+3p7 -2

24-p?
d) La solucién general de la ecuacién propuesta, una vez resuelta en x,
queda cono

it o5
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(Bcusciones o priner orden mo zasseltes en y1)

2av3pt-2p
20 -2
2apie2p -0t
20-p?
siendo p el pardmetzo de cada curva y A la constante de la familia de
soluciones ),
do 1a catenaria. (eman, 4is2).

09) Hallar las curvas evolvent

Siendo y = a ch(wa) la ecuacién de la catenaria, en cada punto de
abscisa C la ecuacién de la recta tangente es

c c
yeach-+shc (x-o0.
Derivando respecto a x, se tiene
c
yoesmSacaangamy cam o fieya s
sy = + y2 -am o ey,
@48 131 aimelin Aleaiuoiat e 1 EhILa o6 Seseas CRNGEEEiTA
catenaria. la ecuacién que verifican sus trayectorias ortogonales
(evolventes de la curva dato), sera
1 iy

r -aine = =20
¥ vy
1 i . fvias
D R A
: o per
e 00 una ecuacicn de Lagrange compleca. Fara su resolucién ponence
v =p=shy
que nos permite escribirla en 1. !uxm
u ehu-1
T e mu
Derivando respecto de x sale
chu achu enu-1
shu- - g w ln B
shu s nu
ehu-1
schushus (x-aln o) u,
Y
ax 1 a hu-1
et
b

o una ccuacién 1inead en la incsgnita x ¥ 1a variable independience
o esolvimost

) bservess en la fime  cow, ademks e las  la  solucionss
eingulares, aparece otra *curva discrininante’. B la paribola cabica

< xpa,
Iugar geomstrico de puncos de recroceso da las soluciones.
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(Beuaciones do priser orden o resuelt

a) ta homogénea

ociada es
ax a
&£, wx=Athu
x shuchu
a) Se busca una solucién particular

9 S AW R g SN e AW et

VPN S S g T2
P
B B
=
+ intega s sl pox paan pnients
w
P
o 10 o,
T |
- sh?u

chu-1 1 chu-1 1
macomulnTo—— s a—— g maln———va
shu o
&) iilaeite, I lnenes GUATAL 00 tnghiin Boukiida g -y
zeawmT2- 1, 20000
55 AR T4 Sinok emorewh. A AR R 7 s
este valor a ella,
ashu-a
y- 1222

quedando las curvas soluciones en forma paramétrica.

Modelo 3: y = x y' + Bly’) (Ecuaciones de Clairaut)

, al derivar sile

(
P Lt el L P
Bt B (o) = 0,
que es la misma que se cbtendrfa al derivar parcialmente respecto de p
en la ecuacién y = x p + B(p), por lo que, junto a ésta, definen a la
envolvente de la anterior familia de rectas. Sera, pues, una solucién
ngular.

10) Integrar la ecuacién diferencisl
yey x ey -yl (ver fig. 12.4)

Tragiea @7
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(Bousciones do Priner oxden 5o res

sitas en y1)

La soluci6n general es la familia de rectas
y-cxsc-ch
Derivando respecto de C sale

x+1

0=x+1-2CmCa

x+ 12
oyt

[
pardbola que sers la envolvente de la familia de rectas.

iy Baivas wit ccive 4 e o1 i gl Eeliguas seimito s lododes
coordenados y la recta tangente constante.
prosppmseiiioeieem i S

Sea 2 K% el valor constante del drea. Puesto que la recta tangente a la
utva e cada e dn s peatos (5,3) corsa & 1ow sles, respestivamente,
en los puntos

L 00, (0, y - xy),
¥
i ool cial il prckiomnpe fenducesoa'1n ecuacién diferencial
v

[

caKely-xylTa
Ak Iyl e

ely-xyl=2xdlyTe
oy-xy =t2kdlyle

- 3 ran
e es una ecuaci6n de Clairaut. Soluciones triviales a nuestro problema

serdn cada una de las rectas
xctz2x{icl.

ORI P v smvolvente. pess cbeansla,
Serevin Semsis % ¥ 4 ihtmon stts pare

x x
o-x+ oS e S
™ x =

7
valores a la ecuacién de las rectas, quedan como

Llevados estos
envolventes la pareja de hipérbolas

xy=FRL
1) Satiar la ey Gaun sovinisato e o1 e 4 Yeloslded instestionn

e de la velocidad media en una cantidad proporcional a la energfa
rcev g gl aacory v POl ol ooy
(Berman, 4141).

la distancia recorrida en un tiempo t y m la masa de la
Particuls nevil, 1a scuacién diferencial sord

Tragina @9
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(Bouciones de primer Oxden no cesueltas en y')

x 1 1 1

leaxilexetx --mxd,
€2 € &

que es de Clairaut, por 1o que su solucién general serd

x=ct-mch
Derivando respecto al pardnetro C, obtenemos
@
n-:ruc.c.,.,._
solucitn siogular que es 1 que seslsente os i 1a ley 01 movintento
considerado®

Modelo 4: x = £(y,y')
Volvemos a poner y' = p y derivamos respecto de x:
s e
1e—p+—p

Ahora canbiamos el papel de x ¢ y en tanto que variables independiente y
dependiente, con 1o que

oy
te valor a la Gltina ecuacién, ésta queda con el aspecto
ap
ty.p,—) = 0.
otrp)

Llevado

51 se resuelve, llegarenos a una solucién general como 1a
3(y,p.C) -

Ia cuad so usa, Junco a do ecuacion do pixl:ldl x = tly,p), para elininar

P o blen despejar x e y cono funciones de p.

13) Resolver la scuacién diferencial
_yrel.

Pontendo y' = p la ecuacién de partida es
xwp el
Derivando respecto de x obtenemos -
3
1-3pip =3p —pady=3pdpay==-pteA
ay i
Elininando p entre esta solucién y la ecuacién dada, se tiene
Ay R =3 (x- D36 (y - M= 27 (x- 1L

1) Deteraioas que el cuadrado del segmento de
el e g g il et sy oo
rdenadas del punto de contacto.

€ me curiomo ejomplo do emnciado fisico cuys sclucién no e
oras

aqut
uma de Las particul rarias sino 1a sipgular.
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(Bouscionss de priner orden no sesseltes en y')

La condici6n del enunciado significa que

7 v y
LoxyanaLaxa Lo
Derivando respecto de x se tiene
P-2vep @ a
1.2 ap -2y Upe2y s ep B
o ay ar
o 2@ 2% 24

slny-InA+2lnp-21n0-p »

L. T

y pa-p p 1-p

sy=a

Elininando el parimetro p, queda

calaxiy-afmyans moy-nT-axy.

vaslos
odslo 5: P(x,y') % 0
Si logranos una parametrizacitn x = a(t), y' = B(t) que verifigue la
anterior ecuscién inplicita, tendrenos
ay = BLE) @x = Ble) ar(t) dt 2y = [ w0 BE) ax e c.
Ssta igualdad, junto a 1a x = a(t), nos da la solucién de la ecuacién
expresada paranétricanente.

15) Resolver la ecuacién diferencial
®eyieixy.

Usarenos 1a parametrizacién racional

1.0 1e0
92 - 188 18 5
ey ey dxe gt ay -4 | ———— e
o) e
En esta integral hacemos la sustiticién
(LI 1-24 4us1
S sysnes | it ia s 2t
3e7de-du @ew? @ w?

Deshaciendo el cambio, la solucién general, expresada paramétricamente,

IEREY

y-ns
1.0 ERESH

Modslo 6: F(y.y) = 0

) abin pusds ponerss bajo la forma de uma ecuacion homogéuen de

Lageange, observands que ¥ = 5 x.
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(scuncionss de peines orden no resseltas en y')

58 logranos uma parametrizacitn y « G(t), ¥’ = A(E) que veritique la
anterior ecuscion implicita, tendre
o w ar(e) ac
X EET L[S

B B
Eata igualdad, junto a la y = a(t), nos da la solucién de la ecuacién
xpresada paramétricamente.

16) Resolver la ecuacién diferencial
Y 4y a1

Usamos 1a parametrizacién
y =sen’u, y' = cos’ » dy = 3 sen®u cos u du 4

3 sen®u cos u du
e i R

solucion genera, expresada paramétricamente y con la constante
vebivraria A, e

x =3 (cgu-w + A
y = senu

Modelo 7: F(y/x,y') = 0

s parametrizacion y/x = a(t), y' = B(t) que verifique la
b gt ecmm inplfcita, tendremo
() > 3y = dx o)+ x @ (6) At = B(E) dx o
@t
ax (k) Pregmpy
E T _grax-ce ™ W,
x B - al)
ar e
P

ay - al .
que nos da las soluciones expresadas paramétricamente.

17) Resolver la ecuacién diferencial -
Pexy?ex,

Dividiendo por x?, la ecuacién tiene el aspecto
(% eyt - 1,
e vatere 10 parnerrizacion
WY csmuay-xeomus
e u au
dy = dx cos u - x Sen u du = Sen U dX » — = —————— ®
o smw
sen w au
T S
S )G u1
Bat integral s racionaliza con el camie
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(Beuscicnns da peimes Odn 2o comitas en y')
a w e
e ] | e
m. Wb o
'J“,,,,’fz G

1 1
= --la-w + - ln0 e W) - -arctgw e
2 n 2

1 1 1
S-lim - tgw et a0t - sue
2 B z

i3
- In( -t WA e e - o

Reconstruyendo 1a solucién para x, y recordando que y = X cos u, queda

%= A (- kg WA etV Bl

v - A conu (0 - rgw? 0 eV B

s 7
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(curvan g versscucien)

Dume este nomben & Lue trayeotorias segutdas por un pako e g von

otra man hacia otro, fijo o a 2.
Dl(ermcialmnu pablanas, o condioion de. perescuctt radcis o
Sl wie 10 Fects it e ievoatcia JeL petvepidtas pave

unto perseguido. Esta condicién, dard lugar a una ecuacién
Siferoncial, de la que la trayectoria deberd ser solucion.

Flantesmce y setclvesce cutso viclantes de esce idew, presencadss an

de ejercicios. Aunque el segundo de ellos es el que clésicamente
g ertodlon il s Semguebulopd carig s
reto, el tercero tiene su historia: la solucién es la

poraiguen... (ver fig. 13.1)

o memncunseads donmiaioocal, douel 8 2 ne
atro moscas. En el centro de gt e
254 e bttt ol Lot

1a miel, suponiendo que las cuatro desarrollan la misma
elocidud'y setn Igulnente. inteligmeent (sumne, Ctete 3v 1

) Planteantento
‘ada mosca cbservard a su inmediata (colocada, por ejemplo,
razén por la cual la recta tangente a su trayectoria

1a' posicién instantinea de aguélla. Ahor: 1
velocidad y aplican la misma estrategia, la
ada da ongruente con su
. mediante un giro de 30 grados (872 radianes).
Colocados unos ejes cartesianos coincidentes disgonntes oa 10
mesa, sea p = £(u) la ecuacién n Ia Capmstonis e 14

parte del vértice (R,0). Esta sequird a la que parte

T onl menire e Chapemein B et b st Ty v A

aucesivanente.

Colocados unos efes cartesianos coincidentes con las Gisgonsles de 1n

mesa, sea p = £(u) la ecuacién polar de ectoria de la mosca que

Parca dai variice (R/0). 51 en un determinado tostante su posioion es
cos 0, p sen 0],

A
oL vaskon Sangeat & i trapacrorsia sexk
" n w, p' sen © + p cos
stentras qun 1a & Figuionte neaca eatath situada on of
o cosks e 372 o eantl s A1) = (15 oun by P o0e
Bite: ke’ ied on 14 CihgeaEe po & 4114 Lenfestiits Gh 1a peimese
mosca, luego

poenv-pcosu  po

w-psenw

P cosw-psenw  psenwspoos o

Traaton
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(Curvas do sersecuctén)

P cosw-psenw psen v+ pcos
% p* sen + p' Cos © sen @ + p Sen © cOS G + P COSIV =
215 oom i Wy ookt - gt pseit Wiooh w18
que an 1a ecuacién diferencial que verltica 1a trayectorta. La solucién
general es

p=cev.
Imponiendo que p = R para w = 0, sale que C = R, con lo que la ecuacién
sers

R
Se trata, por tanto, de custro espirales logarftmicas. Las custro mos
Uegarian o 1a ves 81 centro de 1a mess, i blen lo hacen mnwm
camente. ya que el valor p = 0 requlere de un puso 4l Lnite cusndo
i e Ta' Y & Sothecar an Fintea ias

L.J: P ol I

resultando que la distancia a recorrer coincide con la longitud del lado
de 1a mesa.

02) Un galgo tras una liebre.

a) Enunctado
Un galgo se encuentra en un punto B y una liebre en otro A, separados

- 4 perror
distancls secorse la lisbre en caso de ser capturade? Eetablaces
fterencing en 1on casos cn Qe ol Galgs a0 aloance Su GRIeEivo.

b Platesiacte
Ponga oa #1ee 8 hnei i in Vet s tociilimte /sl ok
o

hacisas.  Tas posiciones iniciales les seran,
entonces, A(0) = (0,0) y B(0) = (0,R). AL cabo de t unidades de tier
1a itebre estard en o1 purto A(t) « {a £, O), v el gRlgo en un pun
B = Gaith.yl) do v treyectoria. laondicien de persscucitn, se

o
Eraducird en Qe la tangente a 1a trayestoris en B pasard por el
punto A(c) . e squi concluinos qus

at-x -y
I Y-

¥
donde hemos usado 1a notacién de Neweon para las der: iimatsamens 4
ey Rkl s g L o s,
parte, que el perro corra a velocidad b significa qu
B4 e (sl Febe-
donde, al extraer la rafz cuadrada, hemos
a1 cecrecer ¥ & 10 largo del Eiews, o derivads ha de sex segutiva,
sta forna tendrfamos un sistema de dos ecuaciones diferenciales,
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cuyas incoanitas son las coordenadas de 1a Lrayectoria: ¥ cuya variable
independiente oo ol tiempo. Como interesa solamente buscar la ecuac
da'Tu trapectoria, sliatosremcs la varidble . Cratands de cbreser tna
eiaiin Ga segunid ordan en 2 © ¥ Purs ellc, dorivemce e 3n prisers
ecuacien

Aslx-x Y ye(x X y-x)y--x Yy,
para despejar y, que, llevado a la asgidiseppien; Ja deis el

O e

- FLAP-

7Y Toaam ¥ b

o) privera integracion

Tomada x' como funcién incégnita e y como variable independiente, la

Couacite tions oua varisbles separadss, ntenldndose, por integracién de
mbros,

argonx = ntx s dxie D) mkImyomcs

xoederidacyn
posstisquerel. posro-aierois e dirigs hasis ol conelo iniciaiente 1a
ey fopmita < 3n Sinmaciaiinie s fHicsl. S qiaen s,
que para y debe s 5, 1o e trsa comaioe gue € = KV, Le
et miots Setidivg ot Py e

Lo afy @
TR
sace yolver 8 toteszas, vay que conssderar dos altermativn
e LT e el 0.

-

®
¥ non asiara que sclanente para iempos my grandss. ia ordenade tlende
Toora ‘bien, conocid 1as w-lcleﬁu de anbos animales, podrescs
Svaluar mu atstancis, resultendo
o
o
®

squ conclutnoe que ni siquiera para, tiempos infinitos 1 galgo coge

o 32 lisbre, ya que esta Glstancia ciends o V2, cusndo
ounen, en le iguales velocidades, el  ooce ke
brareidiatrgorad vl et e i et skt

Toaaies 767
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(curvas do_persscucion)

mitad, cusndo el tiempo tramscurrido de carrera sea suficientemente
granda.
)

La integracién conduce a

i e R

il aen wa-w
Puesto que inicialmente la trayectoria pasa por (0,R), es

1R

)+DeD= -

8-
2 ke 1 1.

R¥ kR

2l aen yYra-w| 1-8

Recuperando el valor de x', sale
atex-xy=

K|y RE kR
2R a0 yra-k| 1.8

1o que nos da la posicién de la liebre en funcién de la ordenada y del
galgo. Evaluando la distancia d que media entre ambos, sale

g w

Dentro de esta alternativa, al comparar las velocidades de uno y otro
animal, se abriran dos posibilidades

2.-1) k> 1ea>b.(ver fig. 13.3)
K mertonr. 14 cotenada ¥ wn: sl dsouinader Soeh wspotmcta; Dositivo,
nunca podr: se.

Tendecia & cero pars tisspos grandes,
captura ni siquiera en la posicién lfmite del infinito,
distancia entre el animal perseguido y el perseguidor tender a crecer
infinitanente.

puro 5o cabe imtgiaa: que bayn
e

B k<iench ety 1.0 o
sin dacedeh, K et guits wnsiazuey Sy
cisa

embargo, aso
exghers, Daceltsmemion o o3 3

Ty
Bato ocurre al cabo de un tiempo

T

La tractriz.

03) Un perro tras su duefio.

a) Enunciado
rro se encuentra en un punto B y su duefio en otro A, separados por

Tragies T
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(curvan do_peruscucién)

distancia R. 1 dusflo coniensa » andar, con veloesdsd constante o
en dxre:cien perpendicu cta <A.B> y el perro lo sigue de

ichors manrens 1 distancia % eatre sabos, Z0ué Crayertorin
e o perror

B Hamemiwes

ejes de manera que el la posicién
Cnicia AD = (6,0) s 4 s Jarow L seminte bosktive o
las abscisas. La posicién inicial del perro serd la B(0)

cabo de t unidades de tiempo nuestro houbre estard en A(t) =
au perro en un punto B(t) = (x(t),y(t). La condicién de segu
Exaducixi en que 1a tangente a su trayectoria en B(t) pase por Al

at-x -y
4_._..{.;(.”,,.7,«%

donde hemos usado 1a notacién de Neweon para las derivadas respecto del
tlempo y 1a de Lagrange para la derivada de x respecto de y. Por otra
star e lisindendo 04 18 dlssicl it 200 oepess dure vales

(- x?
0 T VAR e seeas e Ao quada

i -
que serd 1a ccuscin diferencial que satietace la trayectoria. B de
iridien separabie

ey -y sentu
e Y yaxece- [Ty icar [ T A
v ¥ o5 u
1 14 senu
SCHR [ o w s CaRIn s R,

integral mos hecho el cambio as ecunciones de 1a

ravocuocte. putdan quetas smpresadas pusanktsiceanre. on Fonciin

14senu
x=corin Y g geny

y = R cos u

ta constante arbitraria C se Geteraina porqus en 1a posicicn inicial e
R= x(0) = 0 4Cx 0. (ver fig. 13.

Teniendo en cuenta este valor y eliminando el pardmetro u, sale

redm -y

x-RIn

w2 -y

z
Eota curva es una de la conoctda cono tractriz. La
N R e S e v

Oy PN, 2

La curva podria haberse caracterizado cono aquélla en que el segmento de
Cangente 66 4 Mongited constante & 7 pesa por o1 Paty (O

04) Una barca a la deriva...(ver fig. 13.6)
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(curvas do ossecucitn)

a) Enunciado
Suponganon ws 510 G oridias wbus sectss y peralelus entre .
bas

agua
sotudiunds tmio gt condlciooss padcd alommar 18 sern ceilie y. o g
casos logra atracar en el punto A. (si .

b) Planteaniento
Fongamos el eje de abscisas en la orilla derecha, orientado en el mismo

ot
21 vackor 4a pesicita. Eato sa Lrasuce an ol sietems do scaciones
o abeosw, .- baeno.

a
Anora bien, usando también el médulo polar p, se tiene
ax ox

ox dp

e ... psenw—+cosu-—-=a-bcosw
ac Twar gpar a ac

ay @ @ ap

T X2 TP peosw—+senv—= -bsenw
ac a a a

y resolviendo linealmente en las derivadas de @ y p respecto del tiempo,
1lega al sistema

3-SR
a a
Como pretentems sncostrar la urayectoris, elininmmos la varishle
tienpo, obteniendo la ecuaci6n diferencisl
a0 Tacosw i-kesw 1 1-kcosw
=5 - - .
du aseno » X sen 0

©) Integracién
1a scucien diferencial cieoe sus varisdles separaces y conduce, por
ambos

inteq miembros a la solucién ge:
bwonsy
Imp+lnc=--1n 1n sen v+
1+ cos 4]
scp-sento |8 donde k - o
sen o

Como 1a curva pasa por (0,R), cuyas coordenadas polares son W2 Y R,

Tragina 7
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(Curvas do porsscuctsn)

queda C = /R, con 1o que 1a ecuacitn polar de la trayectoria sera
(14 cos @) = Bk sent™

@ c
Thca wie Ta nconmessoas e in spm orilla, s curvs gebe agsitir o1
valor 0 = 0, y, en ese caso, conseguizé su objetivo de llegar al punto A
T % dn ves ab p = 0. B eovutlo de estas posibilidades va 4 depender
del valor de k:

Dk<ies<d

E1 exponent: @ queda positivo. © = 0, el segundo miembro
ey  prime s ool B = e
Sdoutia e sabd i 41

1easb
B s e 4 50 A R 0

o
adnite en su dominio el valo: % R Iu dpotal 2y
Barca 1lega a 1a otra orilla, pero atrace, nis Abajo de A, an un punto D
Ritusdoialuns diatinets duA dgidl e Taialknt de 1 dachik el g

El exponente de sen © se hace negativo y © no podrd anularse. Se

acercars a 0, pero ello hara que p tienda a infinito. La barca, ni

Hooarts &1 puco b, B4 Tograria sbisiens boows 1 obre.ontila; 45ia e
a dert:

e) Bcuacin cartesiana
Sefialenos, para acabar, que la ecuacién cartesiana de las posible
trayectorias es la

reduciéndose, en el caso k = 1, al arco de parabola
Rx =R -

Tragioa 701
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\weners y Badio ds Curvatura)

Naguine Smoloies Mtarencizlen de Wil SXoen piaes LSS o0
TEoplacudan selxtime % $) eurmbis. Geisies, pu <o la

1a ctrowmsteruncts osculatils 4 wa en wn punto X = (x,y) de la
misma toca a ésta cho en

1ey?
N R
Su radio 7, (radto de curvatura) es igual a 121, saliendo

@y
Rem ———.

P
EL nmero 1/R, recibe el nombre de curvatura de la curva en el punto X

Tragtnn 031
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(Bcusciones Difersncisles ds Orden Superior)

ECUACIONRS DIFPERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR |

01) Hallar la posicién de equilibrio de un hilo flexible, inextensible y
homogéneo, sujetc sus ext dos puntos, situados a la misma
altura, siendo q su densidad lineal de carga. (oemidovich, 2964). (ver
£1g. 15.1)

Towmon ¥ sle o syt 1n Gosidentt OUF dgax g o) et s

ordenadas pasando por el punto medio de la linea que 0s puntos

i siasri e phes sl g b e il i s

1 de la derecha +a. En ambos puntos
nte

itls) Biacartmes ax scuscidd
diterencial imponiento 1a condicisn ds squllibrio ds un troso genérico

que vaya, por ejemplo, desde el extremo izquierdo hasta un
oo it ool e ot eoscatlo i g o
a) La tensién

T(-a) = (V)

b) La tensién T(x) en su extremo libre. ms o S
de 1la tangente a la curva, de manera que,
1a horizontal, pondremos

T() = (IT(x) cos &, UT(x)I sen a), donde tg @ = y'.
@ B2 geso 20) dal troso, dizigido vesticelasnte bacls shefo. 3 ualor
smcalas sext o1 producto’ da 1a eneidsd @ por mu longiend sl B

Cono 1a sums de las tres fuerzas debe ser mula, tendremos

0 = AT 00
v + 1001 sen @ = g 5(x)

Eliminando IT(x)I entre las dos ecuaciones, tenemos

v.ﬂm.q.m.v...;,v.,rl,.,vzm ac.

rempecto a x, llegamos, definitivamente, a la ecuscin

ferensial den praslons
wy -aliiyi

paranos variables en 1a forma

1) Primera integracién
Poniendo ¥’ = p, ¥’ = p
@

a
“daxsargampnasx
W W

14
Por razones de simetrfa, el punto mis bajo del cable se situara en la
mitad del mismo. Bsto significa que y'(0) = p(0) = 0, y obliga a la
nulidad de 1a constante de integracién A. Por tanto

Tragioa 50
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(Bcusciones Difersncisles d orden superior)

T T
arg shp == x»p = shisx).
u ]
2) Segunda integracién
Siendo p = y', qued
H_oq
ve-ehCx B

Trasladando bacia abajo, sl fuese necesario, loa puntos oo wepnscten

hasta que 1a altura minina sobre la mm..m sea el nimer

q,
anulamos 1a constante B. Etonces, 1a ecuacién de la curva®®) es

yeach

i) muliar e mometia el bl e pornee colguate ondo qu

aintribuye uaitormemente 4 lo lerge de 1a Preyeccion de
alcho Gable schre uma Tects horisoatal, y que sl Dess del cable se
desprocta. (vemtaovich, 2963)

Bl i plicksinians Mlidaid e 18 sitents, (61
Gitbrencia do que o1 peso de brozo serk g (50 ).

R e m ey
donds hasos dertvado para elininar constantes y dejar de menitiesto que
In fom il sEle v 4 Cmpete slomte d 18 Eatich MELERAL B
loe. axtrenss y da 1 deasiad da carpa 4.
a prinere integracion #e obtiens

Hy -qx+a
2610 A s0 hacs Cero porgua la eimstris del cable chlige % i e ol
Crigen haya un valor ainino. Volviendo a incegrar, qued

Hy=~gx!+B, donde B = Hy(0).
La forma, pues, es de parabola.

03) Un cuerpo de masa m se desliza scbre un plano horizontal a causa de
1a scsiéa de u goige que ba origlnsdo ma velocidad inioded s. Sobre el

actta wna fu ento dixe e proporcional (segin
constante X} @ wu maer shed dletancts recorre ol cblece?
(uskazeko, 651)

stento x el desplazantento como funcitn del tiempo, ge Cendrd
-kmex' -k conx(0) =0, x(0) =a
v seageaaton dusseins wis

w
X e -kE+A X =-k— +ALs+B
Inponiendo las condiciones iniciales es B - 0, A = a, luego

1 tnepirade en

catenaria. su

e esemplo,
ssio  tue

Clisico de eata lines eo ol de
Jake  Bemosilli,  cbeentends

Tragina 55
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(scusciones iterencialen do orden Superior)

K
Xxe-k—sat xa-ktea
EL objeto se para en el instante T tal que
XD =0T,

y. por tanto, la distancia recorrida es'2)

AT -k At
e k2K
04) Sadtes 1a doy 1 movimteoto de un greve de mare s que sesbele por

aye

nclinado, sabiendo que el dngulo de inclimacién
Coefictente da Totaatento en I. oesidovicn, 3965. (ver 213 15.3)

San nt6) x dontind puoecian;gor- el guocen s tlengo b/Sbes 6
mismo acttan tres

Rl s B una componente tangencial, que
o0 ejezce on el sencido descendente y d= valor

y una conponente normal al Planu HY vnor

b) 14 rescoidn N del plano que cotearrésta a 1a componente normal dsl
peso. Su valor escalar, serd

N =mg cos a.
©) La fuerza de rozamiento, que se opone a la componente tangencial del
peso y que es proporcional a la reaccién segln el factor H. Su valor
serd, pues,

"
La resultante de todas estas mm- es ﬁnicamnre tangencial y valdra
mgsena-um

Iovabndoln o1 producte S 1o mush ot " ‘sceierscién (o do eveon),
ey

sten 16 12 vtosiad ,n.mim. on ptibara istepenctsinedios
i 30 consanee s i n o st 41 vlocans v0) e
i N

gt
8= — (sena-jpcos @ +v(0) £ +B,

de 1a nueva constante B es nula, si suponemos que empezamos a medir
las distancias en el instante t = 0. Por tanto, la ley pedida es

(sen a - i cos @) +v(0) ©

problera quivalence a1 del ascenso en ol vacto de wm
curpo.  Solaente abria que cabiar la comstaste kK por la do ls
aravedsd o

[T
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(Bouacionss biterencia

de oxden superion)

i x = x(t) es 1a distancia recorrida al cabo de un tiempo t, el trabajo

se mide por la integ

J‘“u u]‘ x a.

Por otra parte, valdrs k t, siendo k una constante de proporcionalidad.
Towatando y derivando ‘amios mienbros. respecto del. Hierpe €. saie ia
ecuacién diferencial

mx ok =k
o) Priners sntegracion
Se obtiene poniendo x' =

X" = p', llegando a que

1 ELPER
laptoxcenap-

1 constante ds integeacita A se podeis expressr a partir ds 1a
velocidad inicisl ' (0) segtn 1a tormla
A=),

2
2) Sequnda integracién
Volviendo a integrar,

28,5,
e i,

Tk m B
dendo que x(0) = O, se determina la segunda constante de
integracién

200

06) Un cohste de mass M, contiene uma cahtidad Q de cosbustible. Se
arr:

lansa vertic s arribe dssde 1n mupertiols terrestre,
combustible a rasén constante 'nidad de
svigiedin lodlucrsincliagrag o

respecto del o desprec: o las

LLpS1da da a prevetad; amdentin . vileaitad 'y
e ol instante se agota el combustidle.
(stmmona, capitlo 2, 29)

55 Shusita vl Y peinliel ke i A v S sl
vy, al cabo tienpo t, ligadas por la relacién v
Lindiciones niciaies sevin

v(0) = y(0) -

1o LA e ot ‘s Poole den e, veaded dnd o8 24

Traata o7
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(scuacions

Diferenciales de Orden Supertor)

tormula
() =0-at,
que se anula en el instante

La masa total vendrd dada po
a(c)

THIG TN e conmm My we - -
Ln cantidad as acviniento daL Vtotama formdo pos ei cohate dnetutdo &1
mado)

1a tuersa gravitatoria m(c) g, que se opo
5 4 de toviniento, y o derivada, sproxinsrenoe el

fon miends expulsion de gase: hiciera de forma
orecaiieme o Ametion de wiemge, e newet aumm. Bsto es,
supendrencs que un instante ¢ se expulen tado o1 gas que en reslidad,

e Contimia, saldria en un intervalo. G durscion. bt
Temediacanents antes de la empuinite; dn custiden do aovinients serta
vie),

Stontcie” o6 A1 Promiciesn dua, 1n GARANNL de sovsmleato tisce’ dos
sunandos

1) el correspondiente al cohete mis el combustible, con valor
(4Bt v(EiBt),

) y el de la cantidad de gas expulsada. Esta vale m(t) - m(t+bt), y su
velocidad sers v(t) - b, donde el signo menos se explica porque la
expulsion se hace en sentido contrario al movimiento. Asf, su cantidad
de movimiento es

[n(t) - mesde)] fvie) - b,
e variacicn, entonces, de ea itud es
b))+ o) - mesBO) TV(E) - B] - miE) v(E) =

Dividiendo por At, cbtendremos el fndice de cambio medio
VIEHE) - v(E)  m(tedt) - m(t)

m(tese)
de 1 cuneitaa de movislento por unidad Ga tiswo. Tassndo w1 ltaite.
para Bt — 0, aparece el fndice de cambio instantdneo. Igualando a la
Fuaras sstaiss) qata

m(E) v (E) + m7(0) Fom - m(E
bividiends yor a(t) y seciperando los valoses P S

Mig-at

40 Tokageacitn da 1 valocided
=A-blaM+0-at) -gt,

dcate 1a constante A se devesnina fmponicnds e ¥(0) = 0. Entonce:

+Q

A=blaM+Q) »v=bln

—8 gy,
Weg-at
¥ para instante T = Q/a, queda

Mo

vm -b1n 28

como valor de la velocidad de apagado
b) Integracién de 1a altura.

Tragina
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(3cusciones Diferenct

do Oxden Superion)

Integrando por partes en
Mo

wea wea
e W i, MR BN e i
¥re Tan e e
audn
Koo Koo s
y=B+b(tln ————+t+ 1nM+Q-at)) -=t2
Ve :
aonda 3101 = © topiien
oo
SRR - p—
g g
gy B R T, e
o

Finalnente, la altura de apagado es
bo g bM o Mig

ym 2222 21
2a 2 0
971 Tn ayo de lus procetente dal aire (donde a1 fadice de refraccifa
T AT s o Tionits T e M G i ae peemioals W

fastas do saresision = de) Mqeide b sipms vasitble, fumcit lsesl ge
la profundidad, conocen su valor m, en la superficie libre y su
valor =, a una ymlvmdlﬂ dato H. Hallar la forma del rayo de luz en el
Lequido. (serman, 4207).

Coloquemos el eje de abscisas en la direccién vertical y hacia abajo, y.
51 sin o celeosses an 1e Lioas da pertila/hee dal!1ionlde A ke
untidad %, o1 ndice de rerraceidn sech

aisl 2 axeh
donde a y b se determinan sabiendo que m(0) = m, y m(H) = m,, saliendo
mo-b, moealsbeni - x4 m.

Box chin pasta, debemos swoins 1n Gy da Refiaceiia, o by dn fnell:
la cual de un medio con indice de

gty indice o s cwu
a1 anguio dal rere tnidmte oo la vartical (dagulo de
fncidancia), 'y & ¢l da la vestioal con el rayo refractado (daguio de

sm.mm. a un nivel de profundidad x, donde el ndice de refraccién
angulo de incidencia sea @, supongamos que atravesamos una
Ercche. cuipn S eopeso bx, Sepseisais (oo steceiaaside a1 =

uo) que en ella el indice de refraccion mo se alterara, y
Feviers un valor m s Gu, llanands & + ba a1 Angule de refraceicn, ia ley
de Snell serfa

msen @ = (m+ Am) sen(x + Ba)
- sen (a+ ) An = m (sen( + Ao - sen a).

que manera que tg @ = y'. La an
ety e it gl el g iy
que 6sta se describe mediante un paso al limite con Ax— 0. En

Tragina o)
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(Bcusciones Diterenciales de Orden Superior

caso, canbién b — 0. Dividiendo por tal incresento, y despuée tonando
1inites para bx— 0, s
Sente + by - sena

an
- sen @t =em 4 - cena— -mcosas
a

Ba
Sumciryuad Yoo vzlcxll demy e, saldria s ecuscitn de segundo orden
las variables oo, e preteriile integrar
el inders seta netaatte o o e ition ampetsiinacn
an

myomy

m, sen @,
sy - 3

X+ m? - a3 senta,

con 1o cual

Bnne  mm m-m, .
ye———1m x4 m 4 [(— x + m)? - 03 seney) + B,
- m " " Bl gty o

donde la constante B se deternina imponiendo que la curva pasa por el
origen, saliendo

H g sen g
B ——— tnm + [nf - g senie).

m -

08) Hallar 1 curvatura proporcional al cubo del

curvas o do
sogmento da normal. (emsamion, 2959

La ecuacién diferencial sers
2

Ky sy elakyy

Poniendo
vy 2
a

se tendza
1 ky’dP 3 dy kpdp=A lya k‘y’
cky R p eyl dy - kpdpaA-yiakipia

ay 2y 2

2ay -1 Kyay x
.;z.pz.__:ax.flnyﬂ 14Bexs
A
Ry 2Ay -1
SR (x-B)T-2AKY 4K -0,

isina 30)
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(Bcusciones biterenciales de Orden Superior)

09) Determinar las la proyeccisn del centro de
curvatura sobre sl eje de abscisas coincida con el corte del mismo con
la recta tangente.

Se tendrs
Y aeyd xy -y vy aeyd y
¥’ v ¥

Poniendo y' = 1a ver que considersmce a y como variable

¥ P a
independiente, se tendrd

@ @ ay

yra Ry, 2 .Y

& paepy ¥

“lnRelnp--1n(+pY =Iny=
2

R
sx-ct®in——— w2 -y,

tratandose de una familia de curvas tractrices.

10) Deterninar las las que el radio de curvatura sea directa.

meste projorcioesl » 1t longitut del segmeato de sermel. Comsiderss los
que o1 coeticiente de proporcionalidad k vale -1, +1, -2, +2.

La ecuacitn diferencial de estas curvas es la
@y .
Y kv asynre XL L
¥ 1eyd kY
¥ = B, a la vez que comsideramos a y como variable
independiente, se e

ay
Ky
T ay

pedn Y1 e

2y
Para continuar con la integracién, distinguiremos los casos

4
PR £ S S Fr S TP
-
que o6 ua fastita de ctrounterencias, todas ellas con centro situsds en
o1 w3e e abcissa.
b K-

1w 1
410 %P =laAs-lays
2 x

Traainn 1)
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(Bcuaciones Diferenciales da Orden Supsrior)

a 1 1
ax - —2 .x.s.;;nmy.hzyz 1= jarsen Ay e

ey

1
sy=-chAx+AB),

tratandose de una familia de catenarias, con eje de simetria paralelo al
eje de ordenadas

ae |X ay.x.s.J Lay 2 f et -
A -y a2 -y

2
= | - cos 2w du = o - sen 2u),

integral en la que hemos efectuado el cambio de variable

dy = 2 A% sen u cos u du

La solucién general queda expresada mediante ecuaciones paramétricas. Si

2
y = A% sen?u = — (1 - cos 2u),
2

»
x 2 u-senzu -8
2
»
<2 - con 2w
& 2
curvas que se reconocen como cicloides, cuya base es el primer eje

coordenado.
a 2
dx.iythn-—lnzy -
A

@ k=
a2y -1

- A y-,
T TR e S el Ayt L S

£} Ssemioer lan mwevan pere las oumles In proyecdide del sedda g
curvatura scbre el efe de ordenada una constante a. (serman, 4201
Dentdovich, 2562)

La condici6n del emunciado se traduce en la ecuacién diferencial
14y v o1

v

Teyr a
bna primera integracion conduce a que

=
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(Beuscionss Diterencis

de orden superion)

x Rasx
arctgy A4 iay -tg oot

Volviendo a integrar, queda

Aa+x
y=B-alncos

12) 8o considera una curva que pasa por el origen de coordenadas O.

gy g et gl bl
puato T, a la ver royacta ortogonalmente sobre el
mismo en un punto P. Determinar la ecuacién de la curva con la condicién
do que el ér trifoqulo XTP y el drea del trifagulo mistilfneo XOP
estén en uma razén constante o igual a k, siendo k > 1/2. (serman
a0

abscise

La base del triangulo XTP es el segnento de subtangente y su altura es
1a ordenada en X, mientras que el drea de XOP la mide la integral entre
0y x de 1a ordenada genérica de la curva. Por tanto,
1y
1Ly [yo e
2y o
Derivando respecto de x, sale
1zyyioyiye
2 2
Poniendo y* = p, a la vez que dejamos a y como variable independiente,
se obtiene

skyw2 -k yieyyr

a0y Zoa0-0 .2,

&y ¥

22 (1-K Iny+lnA=Inpsayii® -psnax-ytk gy »
1
B e
A e

cuv pasa por el origen, e B - 0, qudsnde com

Soueicass 1a teatiia wmiparandtilos e servas de acuac

Las ourvas pxine gun 1n Jungitad oxl wrco medion ende w
clerto puato A sea yxwwmmx 21 coaficiente angular de la tangente en
o1 extremo del mismo. (ermsn, 4200)

Como tanto la longitud de como el coeficiente angular de
racta o ae ulburen ok Mk SeisIAGd da wies; Comemon 61 vectiot) fa
forna que pase por A. Entonces, la condicién del enunciado se traduce en

[Fvm sy,

icular, sers y'(0) = 0. Por otra parte, al derivar obtendremos la
vieion diterencial

Separadas las variables x e y', integramos para obtener

[T
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do_orden superior)

(3cuactones biterenci:

x x
X iceargshy wsh-+ 0 =
k o v k

donde 1a constante C se determina por
"(0) = 0 = shCwC=0.

De nuevo integramos para llegar a
y-kechsap.

La nueva constante D se determina a partir de la ordenada en el orige:
¥(0) =k + D +D = y(0) - k.
-k quedaD =0y

i trasladamos el eje horizontal de forma que y(0)

1as soluciones son las catenarias
k ch 2
v b2

Trigina 5
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(hacens y Descenso de Graves)

xie ta moriaisutos efericos ¢ comspor Lansadon dende
cuerpos ¥ que

Skl serisd, (Bl |y Teloeond U (aegiben

T otkie ih:, Beviniaes) W stk

o datos que usaremos serdn los siguiente:

Distancia entre la Tierra y la I - 384.000 Kns,
Radio de la Tierra: R = 6.370 Kns,

Aceleracién de la gravedad: g = 5'6 wagl.

2.- Ascenso-descenso en vertical

objeto de masa m se lanza verticalmente con una velocidad inicial V.
Widiendo las distancias y desds la superficie terrestre en sentido

e, el peso se iré al movimiento. Sal diciones
Sdeales, tales cono el vacko absoluto, 4 una resistencia del medio,

cual suele dep ca forna del objeto, ast como de la
viscosidad del aire. Matemat resard

ticamente se expresard como una funcién £
{poeitim) a1 ciawo ¢, o1 damplamiaianko ¥(t)  a velociaad - (6
en los casos mds elementales susle depender solamente de la
elocidad.
Bn todo caso, esta resistencia se opone a la subida, de manera que el
proceso de o.08 oslek por 1a ooecton Sitoranctil
myt .- £(t, y, y), con y(0) = 0, y'(0) = V.
La velocided instantinea y' dacracers hasta amilacee en un instance T
(Smpe 6 adign) 5, ol el SA54) 41 o) a1caiknde e
objeto una altura ¥ = y(T) (altura
2 urcis de wse fostence, la e 44 SpAcA 1 T 0k
e o tudted o o s i ainc
£(E,y.y'), con y(T) = ¥, y' (D) = 0.

g

oupendcencs  velocidades pequetas en xelacién & la de la
o haya que conslderar la femmla para da masm de
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(hacenso y Descenso ds Graves)

Resuelta ésta, el tiempo total T (tiempo de regreso) para volver a la
WpUrEicls Cerpatos merk cal gue v(H) = 0. 14 Yelaciond (o), watvo 61

rque en toda la bajada y’ se hace negativa, es la llamada
velocidas G seroras. G poiria havlar tambin de un Sempo de baJede;
pero éste es simplemente la diferencia T -

lanza verticalmente en el vacfo atmostérico

S mie g 100 meiree. qoukisa Giao RN 00 B0 Y. 0 Segtesert
2Con qué velocidad regrasa:

Bate es el caso mis simple de fensnmeno de ascenso-deacendo, pues
Supons due 1o hay resiatencia del medio. La cuacion 4iferencisl serd 1a
nisna para la mubida y para la bajada. Se trata, pues, de resolver la
ecuacién
¥(0) =0, y' (@
Siendo v =y 1a velocidad inlt-ntinea una ‘inaca iategeacion nos &a
donde, a1 imponer 1a mmm, 0% ey
Integrando ahora 1a ecuac
vev-ge,
obtenenos
yeve-lguas

donde B como se deduce de la condicién y(0) = 0.
Paca caloulic o1 tieapo de ascenso T, bust yone

VI «V-gT=0sTx

B

La altura nixina ser
1 v
Yeyim avT-Zgm e
g
E1 regreso se producizd en el instante T tal que
1
YO vTosg@eoata a2y

s 1 B % o seieupbate 1 ot AGkeaT. T TSt
de regreso, sera

2v
VO .- gt ey,

es decir, coincide (en valor absoluto) con la velocidad de partida.
Puesto que ¥ 1e

v = {1960  44'27 wag, T = 4'5 sgs, T = 9 sgs.

02) Ua cuerpo de masa m
hacia la  ataéy

TR SORUAIRI, 796 B L V]

Eocperaiondd ol v-lnx el velocided tnstuntiusa, Telorer o1

tempo que e et v

Puesto que en 1a subida o8 v positive, 1a resistencis es -k y'. B la

bajada, y' es negativa, con lo cual su valor es k ly’| = - k y'. Por
[T
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(hacenso y Descenso de Graves)

tanto, ambos fensmenos se rigen por la misma ecuacién. Es decir, se
trata de resolver
' = -mg-ky', conylo) =0, y(0) = V.
emando 1a valoeldud v« 3 cesn Inedgaite, 1a scuscléa se reduce 3
orden y queda
n
mvie-mg-kve—— — = -dr.
Integrando, sale
SIMG s KV« a A€, donde vIO) =V Sln(ng ek V) = A
@uaduodo 1a. salusidn en 1 ommm
mgekv
R

stefm
Velviendo a integrar, 36 sbtiene
LTRSS

Y k k

donde

- mmgekv
0 -0sp.22ItEY
N x

¥. por consiguiente,
mm x
B NI
TR T ik
Resolviendo 1a ecuacion v(T) = 0, sale el tiego do mubida
-2 1
wg
La maxina altura serd
ny w mgekv
Yoym LY T9,,29°K7
ng

La ecuscion
@ =0 ""’"""x - 25 2810
SR L R L R.E BN
¥ 3 E) k
Saine <
e b met- g

U de cupse raices secd el tiewo de fegreso, mo Glens resclucitn e
No

térmi; cale: desarrollando en serie 1la
rpeial; e

kT 2 kg
Stupiteicando 1a raiz mv (posicién inicial), queda

2 m 6 m “o g+kV
Quedandonos con los términos lineales (lo que tendrd sentido para
tiempos pequefios o cuando k sea pequefio en comparacién con m), sale

1 ng 2nv

v mg KV
Consecuentemente, una valoracion de la velocidad de regreso, tomada en
valor absoluto, seria
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(hncenso y Descenso de G

B BEAEY L ARV
- T
03) 0 cuerpo de mass m se lans verticalasate, y con wes velocidsd 7,

proporcionsl a1 cusdrade de s velocidad instaatiaes, Detersises o)
Valor de la constante k de resistencia si se sabe que el cbjeto regresa
tierrs omm s vebestind tpusl & 3a wived da o imsetal.
a) Estudio del moviniento de subida
Hay que resolver la ecuacion
-k y'2, con y(0) = 0, y'(0) = V.
Tomando 18 valbcidad v o ' Geno incogmita, 1a ‘souacion se reduce de
orden y queda
av ng
By comg - kvie - - gar, donde 8=
1402
%
Integrando, sale
v v
Sazcts s A - gt donde v(0) - Ve Sarc g =A
quedando 1a solucién en la forma

v v
49t =8 (arctg - - arc tg o).
B L 3

Poniendo t = Ty v = 0, queda

v

v s
gT-Bactg eT- arcty
)

&

que serd el tiempo empleado en la subs
Por otra parte, si en ambos miembros de la anterior solucién tomamos
tangentes trigonométricas

@) 1 obeencien de
algtn texto de  Mecanic
s eaperanza e

coando

demostxacién del  fasoso

Bolzano para  funciones
continuas en intervalos coszados.
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(hacenso y Descenso de Graves)

Tntegrando, obtenemos el desplazamiento como funcién del tiempo:
& gt gt
v~ n(Bcos s veen D) 4n

donde 1a conatante de integracién 3 se determina por 1a condicitn 8o que
x sea nula para t = 0, salient

e s
con 1o que 1a solucién particular buscada es la

& gt st
y == [n (8 cos — + V sen —
€ B

S ingl.

Pinalnente, la altura méxima sers

v e lo,v

i +V———) -1n8) = — 1n
l 2 4+ V2 Js"V’ L 5

© sea, recuperando el valor de §,

Y=ym

@
—n
s

n k
Yesinfie—wv.
mg
b) Bstudio del moviniento de bajada
Hay que resolver la ecuacit:
my’=-mg+ky? conym =¥, y(m
Tomando 1a velocidad v = y' como incégnita, la ecuacién se reduce de

av
v = mgikvie

-gar,
1.2

con el mismo valor de & de antes. Integrando, sale

v
Bargth o =C-gt, donde v(T) = 0wg T
quedando 1a solucién en la forma

sgtegT-Samemiev--sw

s-m
—
Volviendo a integrar es
5 g-m
y=D-=lnch —— dondey(m -Yev=D,
con 1o cual la solucién definitiva es
@ -
yev--ma I T
s

Bontendo t - T ey« 0. & 1avex que recuperanos el valor de ¥, podenos
Fescives aa * para cotane
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(hscenso y Descenso de ora

& o v o se-n lw.w g-m
0-=1n cmma Il i,
B B B & B B

e
sTaT4-argeh

oo v

B
o, In weiodiongiosnitaiou aivoerio sssiata tlemaset 1
Velocidid do descenss cuando &+ 7. B dects.

g@-m ls=.v1 sv
VIO = -8 th T - - 8 th arg b — —

Pontendo el valor de 8, queda

Vit - -

[ T s ooy r— lv@ | = vz,
implica
mg 1 3mg
— . leimgekVak=
mgekv & v

Descenso en vertical

o1 astuciance o1 movistento de cafda de un greve, soltads 4 uoa altur
dato ¥, 1a ecuacién diferencial es la misma rel

que podrfa haber Tlocitaa a1V 50 mecemsEluits we
ferumen, 1a souncito & e
AP e m e Eley e

¢ v
' 1a resistencia del medio, y donde el
vector velocidad serfa de sentido
ety mmr " posicitn del punce movil:
Esta eccuacién incluye casos clisicos como la casa:
poracaidistas, pero Sabida senilta <1 medets adeuado pars 1a catds 4o
cuerpos en 1iquidos viscos

et tleyov) xnam, como antes,

04) Tiempo de caida en el vacio de un grave soltado a una altura Y con
velocidad inicial V.
La solucién general de
vo= e
es

1
Y m-gtsR ye=--gtiiatss.
2

Inponiendo las condiciones iniciales, sale
Ae-v,Bay,
de manera que

1
Y= V-gt y=Y-ve--gti
2
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(hscanso y Descenso da Graves)

E1 tiempo de bajada T sera tal que

y®) =0sg T +2VT-2Ya00T
]
La velocidad con la que llega a la superficie terrestre es

y@=-dvii2vg,
donde el signo - se explica porque la funcién y es decreciente(®).

S5 rediuesn movtabias g ol dy . oy B .
suelta a una altura ¥ con velocidad inicial V, si el medio ofrece una
nlil:-ull proporcional al valor absoluto de su velocidad instanténes,

Scatmte R & jesimiitied. @ smariis o
ertiomie s que Ve ny ]

Se trata de resolver
my'e-mg-ky, conyl) =¥,y 0
Poniendo v = y', la primera integracién nos lleva al resultado

LIRS 4KV = Ak, donde v(0) = Ve llntng - kV) A,

quedando 1a solucion en 1o foma
mg-kv ke mg
PRy L L SN LY
kv R TR
5e aqut aacasos wa Delaecs ouclusic y o8 que, ‘sl L process foese du
2152 durscién, el soviniento oo aproxiaria a wo uniforse de velocidad
fréetpatpe iy
% =25
e
In cusl e nouhrade com valooltnd Mintte. Bn ol case particuler que se
antea, la velocidad de salida coincide con 1a limite y de hecho la
ol moviaiento unitore donde gravicacion y resiscencia ae han
conpensado nutuanente.
En cusiquier caso, una nueva integracién conduce 3
v

nmg-kv
Yl‘ll-‘!aa-‘(.‘;

x
¥, en consecuencia,
mmg-kvV ke mg
ye¥e ot - B —)] - el
Por métodos aproximados se calcularfa el tiempo T de cafda, rafz de la

couacttn y(x) = 0.y posteriomments 1a velocidad do llegada v(r). En o1
caso particular del enunciado, la solucién del tiempo de caida es
trivial: T=k Y/ mg.

si 1a cafda se produce desde el reposo (V = 0), las soluciones son

e v oo n

. v la velocidad s toms en valor absoluto, aparecs la
formila do Torricelld tratada en anteriores capitulos.
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06) Un paracaidista de altura con velocidad
Lalctel ata: m pese torad dad hosie 7 41 pesacaldes ax S0 9% ¥
fuerza. Siendo v(t) su velocidad instan ada en e supone
que durante los 10 prize pigteog Lo yobente s i
ha abterto, de 01 v kg-fuerza, ¥ s
swwone prscatdns yu siiecto, 1a
caloular s velooidad v dteteso
Ssoocrida que re o1 puseceidas.  valorar
oeoridamecte o1 bdemps de desoenser oot 3 07, -

a) Descenso con paracaidas cerrado

Siendo b 1a constance de resistencia s esce recorrido, de scuerdo con
1 problens ancerior, ¥ siendo V = 0, 1as Boyucions
mg ¢ ( 25 2
L L
h e n
g he  mg
yeve =2 o mee Lo -
e ®

5] Desshies G praiatine abASts (vee Sty 3690
Siendo W = v(10), y(10), y siendo k la mueva constante de
restatencta, se erata u xua]ver 1a ecuacién

con y(10) = Z, y' (10) = W.

* y'
Una prinera cusdratura conduce

;ln(mqokvy--k- donde v(10) = WA =" ln(mg+ kW + 10,
*
con 1o cual,
no mgskv mg kW KE-10)
Se0) - T ST EY L RS RN L KOO
w x )

mg
9+ k x
La segunda cuadratura nos da

mmgskw k100 mg
vl - =

s G

kW m
Baz,o28r X8 B9,
e musurn: e S ponisife etiuitiok dnt pesealdistaion
mmgekW (t-10)
yezs s n - m L )
Con loa datos del enunciado es
) 373037
Woe-980 (- e % - 20 5 535925,
4000
141037
2z = 92200 - 98000 & 3525925,
w0
donde hemos tomado
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(hacenso y Descenso ds Graves)

o L 7387
En xeoumen, 1a velooidad en el monenco de sbiizss eX parscaidas sexia de
93 m/sg., mientras que la distancia recorrida es de

Toa"vex sblero, 1 posieién queds f1jada por 1a formula
10

¥ = 87545 - 93100 60" 4 (4655 - 4300 e-0'}) e=(E10)/5 - 245 s

L0 70 L 396000 € - 0

500 500 0 5
de manera que la ecuacién y(r) = 0, para el tiempo total de descenso,
tomando la incégnita awiliar
t-10
P
es 1a ecuacién trascendente
9(v) = 2643703 + 177037 eV - 196000 v = 0.

Se comprende enseguida® que el sumando de la exponencial se hace
pequefio con rapidez, de manera que la =c\n:16n se aproxina por 1a lineal
2643703 - 196000 v = 0,

oS i,
Tomado este valor o de partida se comprueba (con auxilio, por
Chempio, e wa calouladora elentLEica)
§(13'488) = 55, p(13'489) & -140,

al, la raiz verdadera estd entre estos dos valores. Nuevos
Ceicuton nos Mievan & qve
$(13'4882) & 16, §(13'4883) &
13748828) = 0'3, p(13'48829) & -1’5

piisisnasy) woris, pUIseOT) & -0the;

de manera que podenc

v & 1374882815,

rafz queda calculada con 6 cifras exactas (cinco de las cuales

bRttt iscoind sepiip R e otleniipecs
32 et 3 lawe, 1Ak fogmacn.

5i se calcula v(1) y quitanos su sig: le 4500006, valor muy

Deouino a de 1a velocidad Linite que serta de 43 u/od

07) Un paracaidista se lanza desds’ una altura Y con velocidad inicial
nuls, encontrando una resistencia del medio directamente proporcional,
souts an ocmeteste ¥, o) cuatrado do ou velosided. 81 uma do

dol paracatdas, obtemer su tiempo de bajada y 1la
locited oen qie 1iogs = Slesie

De manera general se tratarfa de resolver la ecuacién
-mgeky? cony(® =¥, y(0) = V.

Poniendo 8% = m g / k, la integral general para la velocidad sabemos que

¥ mcho mefor st se observa la figura adjuma, donde hesos colocado
© en horizotal o y en vertical. s ver pamde el valor 10, cua
ordenads hemos marcado, la grifica se hace ‘pricticamente una rect.
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(hacenso y Descenso de raves)

v v
Sargch - - gt donde v(0) = VA= - Bargthy

de manera que

nates de gespejar v, observemcs que pare tiamos grandes ol
mienbro tiende a -1. Si en el primero ponemos prag et
Taibtie semasss aasoyaerpasis jcomabivcms umn woétortond intio: cuyo
valor serfa, como se deduce fécilmente,

V- - 8-

siguiendo con nuestra cuestién, resulta que
€ st

s sn(ZD) + v enio

B B

v--8

© ©
sanh o vanid
0 B

de manera que, al integrar otra vez, sale

donde

quedando

ecuaci6n y(r) = 0, para el tiempo de cafda podrfa resolverse
slenentalnente; y con o 7ais s calcularia la velccidad de llegada.
Linitindonon sl caso particulsx de velosidad fnicisl nula ee tien

ERa

yi® =0w mt— = on(

s Y 2vg
e R e

T s S Oty
llega a tierra con una velocidad proxima a la limite.

4.- Lanzantentos inclinados

cusrpo se lanaa deade la mperticis tercsstre con une velosided
e T o et taasttn b e 16 hosiaonrat, ou mocimtonbe st
ser rectilineo. De hecho serd un movimiento Mdimmiam), que
estudiar en un plano x-y, tomando como eje de absc: ol oy
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(hacenso y Descenso de Graves)

horizontal del vector velocidad inicial y como eje de ordenadas la
vertical del lugar. El lanzamiento puede hacerse sin resistencia del
dio o con ella. Esta se expresard por un vector cuyas coordemadas

sern funciones r y s,
respectivas coordenadas x' e y' del vector velocidad. En cualquier caso,
1o que siempre tendremos presente sers una fuerza de gravitacién, dada
por o1 vactor (0,-n 3).
movimiento tendrs una fase de ascenso, hasta que se amule la
Coaponente. vestical de su velocidad, regide por ol sistems
o xrr = - rx)
nyr = -mg - sy
con las condiciones iniciales
x(0) = 0, y(0) = 0, x*(0) = V cos &, y'(0) = V sen
O b A A R I - et
().

a 1
X Pareiz de ese instante c1 sistena se cambia por el
mxrs = - xix)
my'r = -mg+ sy

con las condiciones
X(T) = X, y(T) = ¥, x(T) = 0, y'(T) = 0.
Habré un tiempo de retorno T, tal que y(t) = 0, y un alcance méximo

da,
abscisa, y a interpretar conjuntamente las soluciones

08 Trayatorts. sltura mixiss v slmnce de w cbjsto lsssedo en el
vacto con velocidad inicial V bajo un dngulo

Se trata de estudiar el sistema

Por ser nula su aceleracién, la abscisa realiza un movimiento uniforme.
sl e i oy rnion gesrichr

x' =V cos @ x =V cos
b) Resolucién de la ordenada y
Esta resliza un sscenso-descenso en el vacfo, con velocided inicial
igual a V sen a. Por tant

1
y'-Vl:na—g;,y-v'enal—fgt’.

E1 tiempo de ascenso T, definido por y' (T) = 0, serd
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(hacenso y Descenso de Graves)

7.

mientras que la altura mixima es
V2 senta
2
E1 tiempo de regreso T, definido por y(t) = 0, sale
2v

Yeym -

EALLLIPY 3
s
siendo
(0 - Vaena,
la velocidad (vertical) de regreso
©) Alcance méximo
Volviendo a la abscisa, en el punto de méxina altura valdrd

]

v
X =x(m -

mientras que el alcance es
x(0) = x2T) =2 X,
@) Bcuacién cartesiana de la trayectoria
Elininando t sale
g
v

srgax
tratdndose de una pardbola. Su vértice es el punto (X,¥) y su eje es la
recta x =

09) Un abjeto de masa m es lanzado velocidad inicial V bajo un
Goyulo do o radtanes & pareis de 1a horiiontal. Eatudiar sste sovimiento
bedo ol mupuesto de qua 1 sire ofreict unk eelstessis peopercicest,

constante X, a la velocidad instanténea. (demidovich, 1071
e egyet

Hay que estudiar el sistena
moxrt - - koxt
my--mg-ky

con las condiciones iniciales

B0 = 8 ) o 4 xAe)
4 Ranctioica o 1a whecise
lan variablos x* ¥ t, sale

@ y'(0) = V sen a.

T opdex maew
con 16 cual o8

. con x'(0) =V cos @ A=V cos @,
X' =V cos & ekt/n,
Volviendo a integrar, tenemos
X =B --Vcosaek/s conx(0) =0eB8==Vcosa,
x K

quedando

x="veosa (-
k
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b) Resolucién de la ordenada
Saca roslian un asceneo-descanas con velocidad dniclal tgual & ¥ sen o ¥
resistencia proporciona Por cant

H

g =

ek Vb
L L

7
El tiempo de ascenso T y la altura méxima ¥ salen
m mg+kVsena

-2
ng
mvena wg mgskVeena
Yaym 2220 T8, 29T Y
x mg
EL tiempo de regreso T, sers la rafz no nula de
« K Vsena) (1-eX/m - gkrT=o0,
e Ttk e salddar por witades preximtcs. Tk ves bets, ¥ (0)

serfa la velocidad (vertical) de regreso moviniento fuese de
s, olliveriggee Dok g e oo o
(vertical) lfmite, cuyo valor es

©) Alcance méximo
0 1a posicién de altura mixina la abscisa es
m V2 cos & sen &
Xomxm - e XERE
Vksena+mg
BL alcance éxino se pusds expresss com
o
me kv
¥ 66 valorars ds acuerdo con 1a eatlunciéa obtenids para 7. Otro tasto
cabe decir de la velocidad (horizontal) de regreso
gk
X'() =Veosa (1~ ——0 ),
1a cual estars préxima a 0 en procesos de larga duracién.
) La trayectoria (ver fig. 16.2)
inacién de t mo pu
trayectoria se puede estudiar a través de sus ecuaciones paramétrica:
temporales. Partirs del origen en ascenso hasta alcanzar el valor miximo
en el punto (X,Y). Luego desciende hasta tocar de nuevo al eje
horizontal en el punto (x(1),0). Puesto que, para t— m, se tiene

x(6) = =V cos &, y(6) — =,

1a recta de ecuacién
x="veosa
X
Sete i St veEetean (0 IR S b e Sana ek stintes
exclusivaaence macentcico, ya y munca se harfa negativo,
o1 Tecorrido a1 ser (D = 0. Sin embarge, esta oblarvlcihn
Pkt sutions pase sumer e datd abesine Lrtn o ot wna
cota superior del alcance méximo horizontal.
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10) Un cbjeto de mas con uoa velocttad tatolal ¥ bato
bt inatbirgs o

el gren R pryengalutipim

al vector cuyas coordenadas cuadrados de

D Feas do mbida
ascenso, debemos estudiar el sistema

[0 xrr < - x2
my - -mg-ky?
con las condiciones inicial
x(0) = 0, y(0) = 0, x*(0) = V cos & y'(0) = V sen a.
a) Resoluci6n de la abscisa x
Al separar las variables x' y t, se cbtiene
dx x 1

de donde, tras operar, conclufnos que

Vmcos &
kVesatem
Volviendo a integrar, serd

Xx=-1n(kVocosats+m +8 conx(0) =02B=-=1lnm,
x

quedando x determinada por la formila
m Vkcosatasm
exe-w 70
x )
5) Resolucién ds 1a ordenace y
Esta realiza censo con velocidad inicial igual & V sen & y
Tesistensia proporeionsl sl cundrade ds y', tendrenc
€
& (v sen « cos —— - & sen
B

donde, como en simileces ocesionss, 8% - m g / k. K1 Hlempo T de scenso
¥ la subida maxina ¥ s
s Vaena o % g 18 v senia
Te-arctg———, Yay@®=-—1n
s % ¥ i B
2) Fase de bajada
No afecta para nada a la abscisa. En cuanto a la ordenada tendremos
™

¥ -

& c-m
y-v-=mal® T
Fl

e
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(hacenss y Descenso de Graves)

BL tiempo T de descenso y la velocidad (vertical) de llegada se obtiemen
e+ v sena 8V sen &

s
Terecaga T . o
g ls’ v
Recuperando €1 valor de §, queda

mg
Y .- |———— Vena
n g+ k V2 senta

3) Alcance maxino
ando sacariamos la abscisa X = x(T) correspondiente a la altura
1 como la x(1), correspondiente al punto de impacto con la
tierra o alcance miximo. Su aspecto es complejo y no merece la
mostrarlo
4) Trayectoria
Teniendo 1l

ecuaciones  paramétricas  temporales  podriamos
representaria(®) .

- Aacensos y descensos fuera de la atadsfera terrestre

Tatenwmor, e fin, o wvistenos de cusmos. bajo la sceltn
gemvitasoria da 1x Teces, puro 4 Sistarctas goah 1a an

e ot L ot G e Ttk o1 ot
e eh maita S ookl feaed o Goms Seioen i 16 Ledite 8
aistancias. Lo haremos en ausencia de otras fuerzas que la de
gravitacién, la cual es varisble y se rige, como es conocido, por la
formila

Pl - -

donde X es la constante universal (de Nngam, e 1t it
M la de la Tierra, x la distancia del cuerpo a su centro, y el signo
Duice me soplics or ves wstids ‘contraris a1 del. vestor de peatsién
del punto. Usando datos el radio R de la esfera terrestre y la
etstoate 3 e grevedad; poesto gie

mm
Mg FR -- Kl eKM-gR,

1leganos a otra expresién de esta fuerza,
&

Bl - -
-
Iguléadols a1 producto de 1 mass por 1a acsleracién, ¥ sispliticando el
valor m, 1a ecuacin diferencial de este tipo de movimientos sera 1
L ¥

]
Se puede efectuar una primera integracién tomando x' = v como incégnita
¥ x cono variable independiente. Entonces,

G) n e mcemlo con swilio de

i ordenador personal,  sscribiendo
42 comaspeationts peogeaca e sl Jemminte b1 oo a1 -tasie
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(nacenso y Descenso do Geaves)

av a®
e vavar- - Tl
= - 2
Siendo X y V 1a posicién y velocidad iniciales, tendremos
R 11
Aei oS eve2gR Co0 W
x 2
RPN 0. WS o Sy ——
s e MeEtiagais ke 108 Soyidisicos bucth okt 12 Teres.
Ton o = ceeen 7, por entayu Tiwvart shamo, porltivo: deacmiios: sn
e o1 obfeto se dizige @ pekidg e gt sl iy
hay que tomar v con signo negativo. Pero estos casos, serdn tratado:

lou o simeiencens ejercicion.

1) U cuerp Taans, versiosiente Motn seiiie con v velseitsd
inicial V. Estimar su valor minimo para que el objeto no regr
Hersa. iCulato tataria, por efwple: e Liegas basta 1a Luse, Tunsade
con esta velocidad minima? (sirmon

s

Bn este caso la posicién inicial es X = R, luego
29 ¥

vie v S2gR

1 o1 cbjeco lansado ratoma » 1s Terra, serd porue en algtn dnstante
su velocidad es nula. Si ello ocurriera, lo serfa a una distanc:
®g

2rg- v
Cono tal distancia ha de ser positiva, habré retorno siempre que
-

2Rg > 2w
Por el contrario, para que no haya retorno, la condici6n serd

velzra.
luego 1 valor minimo pedido, conocido velocidad de

ve-T2rs.

caps, e

5u valor es de unos
11173 wisg. ¥ 40225 Kn/h.
Tonando esta velocidad como la inicial, queds
NETLN

Asi, el abjeto se slejard indefinidamente de la Tierra, si bien m
yelocidas es wia fucitn decreciente de X que tenderi & cero para
distancias infinit

Separands varisbics, tencnos

) -
3Res2 a2 (X
2 29

aue poraite daspedar © o bien x.
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(hacenso y Descenso de Graves)

ancia a la Luna es L, el tiempo T empleado en

1
T- der - dey,
irizg

%377504 35, ® 49 boras, 10 minutos, 24 segundos
La velocidad de Liegads 401 Sviers ser

;R
— JR.J—ZH]T.V,JE,

cuyo valor sumérico aprostasdo es de
S hrag. % 5101 Kk

Finalnente, si la di
1legar hasta ella sera

es decix,

12) Eallar el tiempo que ita un cuerpo, que parte del reposo, para
caer desde la Luna a la Tierra. (axacenks, 3¢

La integracién de la velocidad conduce a

2gRL-x 2g[L-x
SIg v r
L x L iTx

Separando las variables t y x, se tiene

v kl B
cagm o)
7 x L

B * z x
R o ’;...,J'iax,
= P
Para esta prinisiva, plantesmcs 1a suetitucion

L2
L 142

P 2Lz

ax - 2

PR

con 1o cual

212 Le Laz
Ml . -
L - x @+ 1ez Jaaa

7‘!4-::!9:--])({!‘-1()oLarctg
aenas e 35 Tokapsin! sy VEELABYA B OGRS T8 Lnkeg—ra:iﬂn por

u-Lzsau-sa
224z

L .

@ 12

Eatonces,

2
® teBedx @-m -Larcts
P

Puesto que x(0) = L, obtenemos
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(scenso y Descenss do ceaves)

Be-Lz,

¥, puesto que

®

are tg

- arc tg

Lot e s torms

@ s rarctg

E1 objeto llega a 1a Flesra en un instante  tal que
x(1)
1uego

AR m s Larctg
Rz
De acuerdo con low valores de 1, % ¥ g,

10748 0g. * 136 horas, 19 ion, 8
La velocidad con gue o4 produce 1 lupa

segundos.
con 1a Tierra serfa

2o [ PRI PR
w'r)-vm-n—g—-izng -

—
cupo valor en proxiso & la valocidad do elupe‘” Concretanente valdria
0 mrsg. ® 39830

4l velocitia de escape s la
o sovintento  astudiado

atotancts L e
noqe o

ieto Lanaado
elciand mia,

werso del
sa [
oo henos sefalado en el ejercicio asterior.
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fig. 16.1

fig. 162
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(Movinientos Armsnicos)

1.- Ecuacién diferencial del movimiento arménico simple

S cohage oo WIS wauiso simla W EMLMNS SO G Uk
material de masa ecta por un punto fijo de la misma,
Tadiunte vos fuaten Sirectants propecionts o 16 distancis gue o6

sepa;
Situado el foco de atracci6n en el origen de abscisas y siendo k > 0 la
it S ik oViL lana e st

constante de proporcionalidad,
s = 1t furaa do atxeceldn, por oponerse al demplasamiasto, serd
* . 81 x o8 negativa, 1a fusrsa Liens el mm sentito que o) 3n Jar

abacisas crecientes, pero la distancia no es x sind o]
rpesitn de la Fuerea vasive a ser - K %. For tanco, 1a ‘eucién dife.
rencial de este movimiento es la
0w -k xex'' s ux =0, donde 6% = k/m.
trata de una ecuaci6n linesl homogénes de segundo orden y
costicientes constant

2.- Solucién general y estudic

Las fuiciones conte &) ¥ sente t) soluciones particuiares

Evidutumants,
de la misma. También lo sers cualquier combinacién 1

% = Ccos(wt) +D senwt)
dp aslan. DuTwitn;y son muailio der mitodo e La¥. sxiex 4 16w
cion caracterictica, se prue valquier solucion es de esta

PR Y e § e D como cons:
tantes arbitrarias, oo la solucicn general de la ecuacién. La velocidad
20 Ghrendzta, #15 0l ok Sarfounton
x'-u(c nw £ + D cosw &)
Bl movimiento queda svocanente. Jeteminado cuando conozcamos 1a
Posieion y velocidad iniciales. Suponiondo que
x(0) = X, x'(0) =V,
a1 Jievar estos valores a x y '
C, VewD=CaX D= Vo
Tomsten Xy Via com0 Tondenains G40 Seonss emSead]ul BovIRLRAER)

Tt e, ~
M=dx2 4 (V0)?, @ = are tg —,
'

coordenadas polares. Usindolas, se comprueba enseguida que la
solucion obtenida adaite 1a escritura.
=Msenwt + ).
net i e A1 e, s movecd on. A1 S6GRARES [T-H,4H), deciinsd
indefinidanente en 61. El nimero M recibe el nombre de amplitud del

G) podria hacerss directamente con dste ecusctones ‘atmtlares,
conacicuyendo, ineroduceien mm.« 3 dicmo  método
e e e B i B
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(Movintonton Arménicos)

movistmto, T cads foenacte © el dogulo U ¢ o o s Ll fuse
instanténes, quedando interpretado @ como la fase intctal. El ninero 2 T
! 9. siemo secemscio pura que el pumto rwpite #t poticica, se conoos

como et moviniento sraénico. siuple. Su inveres mitipiicative
se smmm com 1s cancidad de oscilactones corpletas que reslize 1
uAto en una unidad de tiempo y se llama encia. El propio ntmero o
se 1llama a veces fracuent e wnmﬁmlcn:e. puasscicn.

Todos estos nimeros quedan, pues, definidos a partir de la
te de atraccién, por depender de 4, as como de la g L
velocidad tnictales.

- Movintentos aratnicos smortiguados

Los movimientos arménicos simples sirven para estudiar de manera bas-
Guenos oscilatorios encontrado:

del pumto. ¥ con frecusucis basta sionerla dirsctansute progorciaoal a

e Ry martiguson, o Lo cuten.
adens de la fuerra de atraccién, hay otra que se opone al movinienco,
expresable en la fo Wxr, donde  serd stea constante poeltiva:
ecuacién diferencial sers, por tanto,
M e kx-hX ex' 428X s@ixa0,
poniendo
n X
8-, &

2 B
Supondrenos cono datos que x(0) = X, x'(0) = V.

4.- Solucién y estudio de la amortiguacién

cuacién caracterictica de esta ecuacién lineal homogénea de
costicientes constantes e8

28rsd-00r--nslm

Habrs que ﬂ.{lung\nir, ‘ues, ‘tres posivilidades

f- 1 ...,mmmn exponencial (ver fig. 17.1)
R R
TSR i e doe sonmantas eeblteRclag NH! 4
SR e BT, p e BN
Ya que 7 < 8, anbos sumandos tienen up.,,.,..cxm. de exponente negativo.
1 conclufmos que, para tiempos grandes, x tiende a cero,
s dos sunandos, ser e

atraccin. EL moviniento se conoce como de sobreamortiguacién o amorti-
gquacién cial.
51 queremos expresar las constantes a partir de las condiciones

Traainn 1167
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(ovintonton Arasnicos

iniciales, nos basta calcular la velocidad instantanea
X =87 AeEDE - (84 9) B e ETE,

e imponer
B xsv
ey — T 21

0 o x e n e 27
@ v a-@ensT) -y

27

No habiendo inconveniente en suponer X = 0(%), nos preguncamos si el
Pumto laga & tocks el arigen da ssordsnadas. Da oourTix esto, 1o merfa
en un instante T t:
o - 0 (8 e €T o xen ey
‘-0 xsv B-Nxsv
4:1"-7'211'-15;!%
® 4 @ x
o i SR 4 NBAIATIN 3. 08 F e Kb B0 PSS §
B, el el cudy teivial s x4 O donte oL panco YA fate SeT

B cuanto a 1a velocidad iniclal, de ser positiva, 66 sncventra ense-
guida un instante en que se anula, a partir del cual toma signo negati-
¥o. 91 fusse nagative o mls, meatime €l sigo negurivo, slvo wn el
caso singular de ser X 5 el cual el punto no llega ni a mo-
iy o B o

4.- 2: Amortiguacién critica (ver fig. 17.2)

@ -w-oen-ikn
La solucién general, con dos constantes arbitrarias Ay B, es

e (a
Yo g 06 P, 6 Sneatd uegaBYD] B onckas U8
s gu gus Swmon geenitn, < Slute w wmlisee #f bies shoek
equilibran resistencia y atraccion. El movimiento

8 mereoe eqes as constantes a ir de las condiciones
Borcioaplrea R vafecs i o b
e (-gAsgBL),

x(0) = A - x
v sass*lB-viex
suponiendo, por ejenplo, X = 0, se tiene

x
X(T) =09 eTT (X4 (V4BN T =0T~

veex
20 admietst .n;..m.. con V=0, pero sfconV<O0yVs8X<o0 En

1 punt rfa al otro lado del origen, pero su velocidad
e umiack on un ingeante posterior ¥ sretorna buscands seintot canente
al foco de atraccién.

- 3: Amortiguacién oscilante (ver fig. 17.3)

@) o contrario, camiames la  x por -x, salimdo la  misms
ecuscitn, y srora la abscisa iniclal seria positiva.
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(hovinienton Arménicon)

@ - -y -
La solucion general, con dos constantes arbitrarias Ay B, es

Ona vex nis, para tiempos grandes, X tiends  cero por fer produsto de
un ada

Lmteud o 1oe eerviton
expli ahora 1a atraccién dom
B2 covel oo ool it ool B

Si querenos expresar las constantes a partir de las condiciones
iniciales, nos basta calcular la velocidad instantdnea

X' =Bt (-8 A+ 7B cosw ©) - BBy A seny £1)
e inponer.

h-x
x(0) = x =& ” vesx
@ =ve-gasrn® B ——
T
o e en ol movintento srmnico simple, potemce constderss
bedlyiall Bl gty on o M oty

waedorsaia

loieniean?

1a solucién adnite la escritura candnica
- Mot geny €+

Ahora queda nds pitente, 21 cae, "0l carserer oscilante del despla

aiento . 61 cual e rige por wia onde de pesiofo 3 X / ¥, paro cuyos

minimos en lugar de ser constantes van tocando a las curvas

x =ttt

Oscilaciones arménicas de un circuito sléctrico C-L.

Spangamos m oirouito elatxico en 61 que taneace conactidos en terie
ador d bobina

un condensac e de capacidad C y una
autoindeceion 1. 1a pre de la bobina
condensados ae la fuerza electromotriz
fendneno de autoinduccién, volvers a cargarl

BT e s gn ol ¥ G 5 e g
tomente pequetio para que no meresca la pena su considerach
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ovintentos Arasnicos)

esperar que la carga oscile de forma peridica. Efectivamente, veremos
ast es.

stetc s Incurgn ol condenmndor, fimolf del Elsapo. . fa.didorencia
de potencial en el condensador viene dada
q

B
Por otra parte habrd una fuerza electromotriz de autoinduccién que, como
se sabe, vale

L
donde T es la intensidad de corriente. hle-l.o que ésta es la derivada de
1a carga espacto del tiempo, tendremo

b Py
AL estar o1 circuito desconectado de tocn fuerza electromotriz externa ¥
al carecer de la fue

1a be conpensar la cafda de poten:lnl W1 condensador. 7o tanter
1a Tovacitn diteranciar aer slzsiies

-Lq"-fuq"vrﬂ-ﬂv

que formalmente es misma del movimiento arménico simple. Bn
R oo Bt s

M e ) w? =
G Nsent 4@, con o« —,
X
donde M y « dependersn de ©, as{ como de la carga e intensidad
Intciates:
6. Descarga de un condensador en un circuito C-L-R

Si en el circuito anterior tenemos una resistencia Ghmica de valor R,
segtin 1a ley de Ohm, provocars una pérdida de fuerza electromotriz igual

ri-ra.

5 este caso, 1 fuersa debe
pRieielinge ottt condensador y en la
staot, 5o e Goe 1n saren Foskdion ey

a
v adirgegretg -0,
c 4 g 59 Lc
que coineide con 1a del movimiento arménico amortiguado. Poniendo
oo
28-5 a2,

s resolvecia y sarudiacia de 1n atme forua que ol nodelo ssotaico

todo para tiempos grandes, habra descarga del condensador.
Dependiends de 1a zelacién entre los datos & Byl lootto 1a
descarga sers exponencial, critica u oscilan

- Bl péndulo simple (ver fig. 17.4)

EL péadulo sixple consiste en uia mass @ suependida de un puito £io O

mediante wa varilla rigida de peso impreciable y losgitud 1.

sistena 1o saca do s posicicn de equilibrio, de modo que la varitia
Moot ot s Bl ol i i
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(hovimtontos Arssnicoa)

nula), el péndulo realizard un movimiento oscilatorio que se trata de
estudiar

mada 1a vertical, dirigida hacia abajo, como semieje positivo de abs-
ihar 3 O coms arlgsh 20 miems, ‘assts woa al Movimlebrs se reslisact

a circunerencia de centro el origen y radio R, la posicién ins
tanténea dej o we conocerd. cumndo se comctos s dngulo polar,

U ecusoitn diferencisl para § se chriens sus
i e cinética

1
lnviosmizer
de ser igual al trabajo desarrollado por el mévil desde la posicién
B e e e e st
mg L (cos & - cos @)
de energfas potenciales. Por tanto,
S L% ag (cos & - cos a).

Sesy avitar Lu prevncts del bls SSHAAY, wn N de et denieite
se uea 1a obtenida al derive:

7!.25'&”-'gs'lenE-B"~u’lans-a,cnnw}.

sesluctsn dabiis’cn In
o tngulo inicial & sea pequeto,
con 10 AL e Comilioe mn Spremimscid Tinpaliseds

de 1a ecuacién sustituyendo el seno por su arco. Bajo esta hipétesis, se
trabajara con la ecuacién

s sus
una o8 encontranos con el mismo modelo matemdtil
cuacion del moviniente amménice simple. De toerdo con 1an comictonee
inicisles (0) - &, #(0) = 0 1a solucien =

(@ t) .
Ao, o1 plstilo omctiaxt indetimidanmmte on el sactor ¢+ Bl fogulo
 marcars la amplitud. Para cada t,  t es la fase. EL nimero u serd la
frecuencia angular, o pulsacién, mientras qu

22
sers la frecuencia, entendida como cantidad de oscilaciones completas
por unidad de tiempo. Su inverso, es decir el tiempo

B
Te2m |5,

o
serd el perfodo, entendido como duracisn de una oscilaci6n completa.

8.- Bl perfodo del péndulo stmple
Esta férmula muestra que el perfodo de un péndulo simple no depende ni
L vihdez & Laltads g ouatdad

ha deducido en la hipotesis de pequ 2Qué ocurre en el
cato generalr Retormencs a 1 ot aLteroncias 4o prines ardon

e
> s
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(ovimienton Arssnicos)

que regfa el movimiento (circular) del péndulo. Usando la relacién
trigononétrica

a s

cos & - cos & = 2 (sen? = - sen? -)

extrayendo rafces, y separando variables, podemos escribir

a8 1 as
—F stet [ ————

B i 2l s i
sen? = - sent ~ sen? & - gen? -

2 2 2 2

donde e1 signo plios jorme o3 xecer ol tiams. al dogile §
Gecrace. Tera simpliticer enca. Integral, povgano
sen(ar2),
wssrent qun vl X < 3, 3 Stlon o cukd Sa vaciitie
sen 0 = sen(8/2)

1
.-z
2

mediante el cual
@ i 2 k cos 0.d0

-k cos 0, d&
J Pyy—_

L 80, @ w2,

de manera que quedard

J',; r/z "
gz 0 e
i 11 - k7 sen’
siendo T el periodo de este ..mm,,..m, cuando t = T4,
O e saia e Ta st do macens
er) 0 = 0ima) = 0,

o

eno
i SO 1 GATEYS AR et Bk e intageal datinten, Mioew

queda 1a formila

se o
tales tablas, nosotros harenos el desarrollo correspondiente a este caso
perticnss.
asindonos en el desarrollo bindmico
1
—_—-a1s 2 (S

m

Teniendo 1a desigualdad
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(ovintanton Arménicos)

;-1
= Kin sen®| < (k)7 con 03 0 % W2,
SRR 8 Wibat s G 18 AN e 98 18
serie funcional en el intervalo [0,1/2), yva que la serie numérica de
sumando (k)" es una geométrica de razén menor que 1y, por ello,
convergente. Entonces, podemos integrar surando a sunando para obtener

L |2 ® 135 21 2.
oo [ A e [ o]
i ERT AL

En cualquier tratado de Cilculo Integral se llega a la férmula

que pernite escribir, finalmente, y recuperando el valor de k,

o ® (135 ma)’ o
Tezn -1 R
s L EvE 2

T 1« 5«
w = f1 e < sents o — sents s ..
s PRt
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fig. 17.1

Y

fig72

fig.17.3
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(scusciones Diferencialen Linesles Homoséneas)

‘ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES HONOGENEAS

uacién diferencial lineal de orden m a toda ecuacién
asterencial de la forma

a0 YO 4 a0 YD o e agx) y = S0

e, S,

25(x) son funciones continuas en un intervalo de

w0 e

1a ecuacién se 1lana lineal homogenea.

o) Mltowmds 1 mérodo oo ls ecuasica crscterictics
gudent terenciales linesles Momogénsas de cosficientes

Dy -syao.
Foga0er-tBay-Aet et

2y esiyao.

4B e 0sratBiay=Acon(n + B sen(Sn.
Ny -zy e

o2 0wra0 r-2ey-AsBen
Wy -7y enyao

STre1ze0era

Lredsy=nen Bt
5yt -y,
i

1
Bole0srel,re--ti—=
FT )

. e} AE}
ey=netse™ (Bcosi— x + Cseni— ).
2 2

§ yr -6y 12y -8y .0,

Poeriilr-8a(r-22-00
ayeem AsBx+CH).

Ny 2y

vy
Be2erer(Feniao
wya R A e (B O 4 menn (DB

02) Comprobar que las llamadas <ecuaciones equidimensionales de Fulers,
cuya forma

axiyebxy +cymo,
Dueden reducirse a ecuaciones de cosficientes constantes mediante el
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(Scusciones Diferenciales Linestos Homogéness)

cambio de variable independiente u = 1n x.

Usando 1a notacién de Newton para las derivadas respecto de u, y habida
cuenta de que u = 1n x equivale a x = e, se tiene

Entonces, para la incégnita y obtendremos

FUR RO R BN SRR R E e e

y ey, Ry ag-y.

Llevando estas susticuciones & 1o ecvacion difercncial, queda
P ebyecy=ageb-a ey,

que, efectivanente, es una ecuacién de coeficientes constantes(t).

03) Resolver las sigulentes scuaciones diferenciales linsales de Fuler:

1)y s 3xy 0y = 0.
a0 oo be ceaviains e
ge27e10y-0
) a1 sctneion gnera e 14 varanle s et
- - (3 cos3 w + B sentd w)

B LR Sl gt i
A cos(ln x) + B sen(1n *)
Y —

2y e 20 xy v 8y a0,

o) Haclendo 1na sustitociones on ae derivadas, queds

geayrayeo.
) Aplicando el método de la ecuacién caracterictica, obtenemos
B e 22y ee (4B,
12 mcluctse en' e vaeiabas 5 et
A+Blnx
grai %
=
N xyraa o.
a) Ta ecuaci6n de coeficientes constant:
gey-12ye0
b) Buscando las raices caractericticas, sale
157

s 1a

Par-12-0a15- J4sy-Aew et

©) Dehaciendo el cambio, la solucién es
YRR +Bx

OBy o3xy s Exy - Ey=0.
G0 nmque 1o bayams becho Gnicamente para scuaciones de segundo  orden,

v
pueds oo la valider del mitodo pars ocusciones do  Buler do
conlquier orden.

[Ty
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(Bouackonen biserencialen Lines

e

En este caso, adesds de las sustituclones ya conocidas, tenemos
Py ey 0 ke R 3y x ey X
.y"'xJoSy"x‘cy'x.
g iag ey,
2) 1a ecuscisn en 1a variabis u oo 1a
G -2ge29 -3 (9-9».sy~sy.

-y 69 6y-
5) Buscando Las satces de 15 chanin casacketcr s, o0
»nxrin{r'lv (-2 -3
+coem
0t 0 1 i P i

04) Integrar la ecuacisn lineal homogénsa
NIy s @xe ¥ eSya0.

Puede tratarse como una ecuscién de Buler si previamente hacesos
zxea
En efecto, este cambio tras consige que
dy dy ay’ aly
veZesaty T,
3 a 3 =
con 1o cual queda 1a ecuscion de Buler
&y gy
e asT sy
2 ag
51 canbio u = 1n € la convierte, entonces, en 1a ecuacidn
A9~uﬁo5y-u~9»:i4:yxa,

de coeticientes const:
S cosacitn caracrertetia cumple

Boarel-0ar.
N

de manera que conduce a 1a solucién -
BeWZay A€V 4B £
yeRG@x VB @ x4 13,

yelixiimen @xe i

o, 51 se quiere,

05) Resolver la scuacisn
Xy e axy - GAx -2 y 0.
Hacenos el cambio
v Vie2xysdy av Xy exy,
que transtorms 1a coctén 2l 4 nmnchn:u conateates
Sev

cuya solucién general es
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(Scuscionas Diferencisles Linsalen Homogéness

vane. B et
Deshaciendo el cambio, queda
Y= x? (A e B et

para convertir la scuacién diferencial

06) Utilizar el cambio x y =
1ineal homogén

1ex

s
yres telyaayeo

on una de cosficientes constantes. Resolver la ecuacién dada.

1a ecuacida se ssctbe o
e (33 ¥ a6y - dxy =0,
Dertvando y despejando ...eeummu o]
yexy

ILIMA AR ARt
PN LA S A S W
Su ocuacton caractertctica o8

+3r2 - 4= (xr-1) (r+2)?
o waneza e

veresenGacn.
Finatnente,

Aetaemmacx

e

07) Integrar la ecuacién diferencial lineal
2 2-4%
e e, A
Probance n casblo del tipo
v e e e e
2 2-4%
...w.uurr¥>vuxuuwur.7u1v.u

Hictendo que se anule el costictente & v/, sale, por ejemplo, u = x.
Tomado este valor, 1a ecucién queds en 1a forma

e on contictisen - 0

VeReE 1B ey -x (Ao n e

08) Resolver 1a ecuacién lineal homogénea
My -ay=o.

Wataies o1 GBS 4 Rt iR
=,
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(5cuscsones Diterenciaie

tenenos
Sy kY R ey A key 2y e

Mytegeaxyages

1o que convierte nuestra ecuacién en la
ge-g-ay=o.
Ahora cambianos de funcién incégnita mediante la sustitucién

veuyey-

consigo los siguientes cambios para las derivada

Yu-v ¥ w-2vus2v

7.

Llevado todo a la ecuacién, queda

Vo4 3
cuya soluci6n general, tratada como ecuacién de coeficientes constantes
sale

v-ReM e
Deshaciendo los dos canbios, queda
At 4pen

5 - - x (A x4 m et

09) Estudier posibles soluciones polinémicas y exponencisles para la
scusciéa 1inesl homostas
P Y e Ux-Dy -8y

(2
¥ exprosar su solucién genecal.

a) st probanos
Px) maxebxscap il =2axeb pii =22
42a(2x+1) s (4x-2) axs+b) -8@x+bxsc) =
--4bx+(2a-2b-8¢c =0sb=0 an4
Tomando, por ejemplo, © = 1, queda
P00 = &+ 1.

b) Probando
QUx) = e e gl ) = e, i x) = 2P e e
ee [ 2x+1) s (x-2 -8 =09

22 ean x4+ (F-27-8) =00
2r(x+2) =0, (x-4) (x+2 =0

EL sistena 1o satisface la rafz r = - 2, luego

alx) = e,
©) Como p y q son linealmente independientes, se tiene
yeAUx+1 +B

303 heons, san adlnoih puckivulec 0 in:souncifl
x x v Xy +comxy=o0,

¥ resolverla.
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(Bcunciones Diferenciales Linesles Homogéneas)

x P - x 0
su resolucién, hacemo:
Y erv ey eV R, P adY XV s
.xxxu-.x.mxwvrwrzx.u.x.zco.x-xxmx)v -0
X2 cos x - 2 x sen x - 2 cos x

LB =

1a ecuacién se verifica. Para

W DR A e -
v x (x sen x + cos %)
x cos x 2
L T
210 v =10 A+ ln(x sen x + cos x) - 2 1n x =

x sen x + cos x

av =

4y =Bx-Acosx

11) Comprobar que la ecusciéa difereactal

¥+ x - 1)
smite uns solucicn p-mnn.x de tipo exponencial. Indicar la forma de
su solucién geners

a) Probando
PX) = €™ 2 pr () = &, Pl lx) = £ ek w
BTl rxix-d-0ssi-rexiois0

vemos que hay solucién con *
g e e T

Yeervay metve v,y etvi2ev s exvi s

sV @exn v

Una prinera integracion da

av' * N
—-=-2+x) &xelnv -lnA- Zxo-;tv’ =R e ex/2,
£ sigutente paso non 4
emen [ e e
o Daabactinda o1 cassto, aud
P

donde 1a primitiva que ha quedado habrfa que buscarla por desarrollo en
serie.

12) Integrar la ecuacién

y'* + (tgx - 2 cotg x) y' + 2 cotgix y = 0,
buscando previamente una solucién particular.

La ecuacién puede escribirse en la forma
senix cos x y'* + (sen’x - 2 cosix sen X) y' + 2 cos’x y = O,
que nox sulers que una pordble solucién particular en In
po0) =
Aat ocurre, por 1o que plantesmcs o1 canbic
yeveenxs
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(Beunciones biterenciales Lines

Homogtness)

4y = visenx+vcosx, y' =

e xeny cosx-vemxs
av' n x dax

=V cosx+ v senx =0

AR Y18, A SR RN R o & R
¥ d senis o B enx.
13) Resciver 1a scuacisn 1inead hemogén
e e N

Para buscar alguna solucién particular, planteanos la sustitucién
Yiwvyeyre wvliyawyl eyl v
i nos condice & 1a Seuacit de poimer Orden ¥ 46 Rlecart
22XV =0V = (v
Planteado n mieve casbi
Zoviexez ey o+,

queda como

2 -143ta0,
de 1a que, evidentemente, hay dos solucione

particulares constantes

zet1
Retrocediendo, dan lugar a dos soluciones particulares

en 1a ecuacién en v. Y volviendo a retroceder, queda

(£1 -3 yolny«tx-x2sy=etx e,
que son del “woluciones particulares de 1a souscion lineal planceada.
to

Wiex e¥/2, ex ex/2) = - 2 & w0,
10n oluciones son Tineainence independicntes. oo ety oy
ucién general es

exi (nex s B

%)

14) Integrar la ecuacién lineal homogén
¥y -8xy +16xy a0,

Pontendo
¥ Ly ey eviy,
pasamos a la ecuacién de Riccati
Ve BxVeVie16x =V b (v-4x?=0,
Poniendo
Vedxaz Ve e,
queda como
ERERE TS
Bn el campo complejo, esta ecuaci6n admite las soluciones particulares
z-t24
Eatonces,
/Yevedxt2ielny=2x22xiey= et oftxi
At Lichumna o chtenas 1as soluciones yar:ic\dlxeu
Plx) = 62 et w2 (cos (2 %) + 4 sen2 ®),
q(x) = e e« e (cos (2 %) - 1 sen2
Por 1a linealidad de la ecuacitn, también valdrén las soluciones
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(Beuacionen biteranct

Lineates Homoséness)

@ ram
£00 « 203 e cos 230,

2
@ -am
g = 2 23 |2k gen 23,

que ya estan en el canpo real y para las que se comprueba fécilmente su
independencia lineal.
En resunen, la solucién general es

y = e (A cos (23 + B senz ;).

15) Supongamos que se perfora un tinel recto entre dos puatos

clanguiers de ln swesticts b ca una pista sin
acbre remo del tinel

Conentaré a desiizer por 4 endré al llegar al otro
440 en volver a su

osisite origisel o0 & 1a leogitud eal thasl v setines =
1a longitud del tinel es 2 L, scukl locidad méxima que

Clcania o1 vagens (simmnts 30, 0. (ver £1g. 18,3

Cortando 1a esfera terrestre por el plano que pase por su centro C y los
dos extremos A y B del tanel, el movimiento tiene lugar dentro del
x tremos. Tomando

Socetall s ety e 41 il sidle 0 de 1 alata.  delinds a1

o 1a izquierds cel origen, sen x(t) 1a sheciss en une
Fosicton genéeica X do1 vegga. 8o tantst

= -5, X (0)

St s 0818 Bita DALl b vactee FY SUFIGWG o oheeS 1A
funza oa gewvitacitn), con ua componente £X purpeidicilar 8 1a plata,
gom oo smniack con 1a sewceitn da Ja miewa, ¥ strs 38 n 1a dizaenita da
T ciania''y disigita = wasate mdis, Bita secd s ois’ proyemis
movimiento, cuya ecuaci6n diferencial serd

mx .- £(x) cos B - £00) -,

donde m s 1a masa del vagén, £(x) es el médulo del vector de gravedad y
& = YXZ el 4ngulo entre la pista y el radio que pasa por el punto,
resano:
1

equida
tierra. El valor de £(x) lo da la ley de

gravitacién universal
wma

M(d) es la masa del s6lido estérico (concéntrico con el terrestre)
de radio 4, es dec:

£ =K

M@ =y,
3
elendo 7 1a densidad media de la tierra, llegando a que
£x) -~ Kymad.

Siendo R el radio de la tierra y g la constante de su gravedad, se tiene
en particular
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(Bousciones Diterenciales Linexles Homoginy

mgd
®
Llevado este valor a la ecuacién diferencial, Gsta queda bajo la forna

4 4 El
ER) s-KymRemga-Kyeco Ll -
3 R

Esta es idéntica a la del movimiento arménico simple, con solucién
general para 1a posicién

x = Acoswt) +B
¥ para 1a velocidad instantsne:
X w- A

n( t),

en(@ t) + B 0 cos t),
donde hemos puesto

.l
2

Inponiendo las condiciones iniciales

queda
x = - L cos(w t)
B R R TER i hssdrits N
E1 vagén volvera a su posicién original en el instante T (perfodo del
moviniento) tal que
2n
bT-2meTe T,

spaipeems earvaes sepats L), Usando los valores
- 576 wag?, R - 6370 Kns,
¥ haciendo citculos sale que
277863 sgs.% 1 hora, 25 minutos, 27'7 segundos
IRy & apid ol

correspondiente al instante T = T/4 en que el vagén pasa por el punto
medio del tanel.

16) Una bolita taladrada de mass m puede deslizar en una cuerda(),

que ol rozamiento de

Colocando el origen de abscis:
condiciones iniciales van a ser

en el punto medio de la cuerda, las

catesen

remtado

@) ioxa  uthertors, en pr—
“hscho. conto tansles de este

w Ep—"—
ansioge tratado  anteriomente. Auora, el mism
odelo  matemstico, s  sitwciés algo ms  remlista g la

Tnticnta por o Wuthuctord..
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(Rossciones pierencisies Lineal.

Homogénsas)

0) = - L, x'(0) = 0.
s G R P SR
proporcianal & s lougitid Sotencioes o 8 velor setia ¥ 4. Mor

n la posicitn previa es ¥ = k H, se conocers la constante de
Droporctonsiidsd § queda

Za
B
En realidad, esta magnitud es el médulo de un vector fuerza que ird
dirigido desde la posicién instantanea X de 1. sta C. Esta fuerza
vertical que se saré con la reaccién de 1.

cuerda y una horizontal, dirigida hacia el punto D, que serd la que
provoque el moviniento. Su valor serd

r P ox ¥
cldcss---aia-lx,

"
siendo § el &ngulo CXD. Por tanto, la ecuacién del movimiento es
¥
M x4 x e 0, donde uF = —
se trata, de un movimiento arménico simple cuya solucién, una
s e oS iniclales, ee

= - Lcoswt).

177 T outenn dh 6 wutrin d Sl - ope3ien Wi Eommtnst ouata

un_soporte hacia abajo. Si el movimient inicia en el momento en que
01 soporte cuslga 3 aetro de cadeas, toufato tisepo terds en desliaces
toda la cadena? (Demidovich, 3043 Makaremko, €49 Simens, Capitulo 1,

Y
Sea m 1a masa do 1 cadens y sea x 1a dlstancts (variable con ol tiempo)

que se encuentra del soporte el extremo migma. En
pfbins g i oot sl peiborgng gl
Hbersdn e citmnn, Cops e s O Toogtewd tiens pess igual a

T

cuando haya 1iberada una longitud x, su peso sers
Asf, 1leganos a la ecuacién diferencial

w2 e w0 x -0, donde w? - L
5

Su solucién general es la
U, Xt w0 (A eY - B eUt)
Inponiendo 1as condictones iniciales
X(0) =1, x'(0) =02 A =B
Por tanco, 1a posicion del exerens 1ibre en cads instante ¢ o8
x = ch(w ).
Finalmente, se trata de despejar ¢ para el valor x = 6. Operando resulta
1
telageneatiniesf38 - 20 3D
16) En ol interior de la tierra la fuerza de la gravedad es proporcional
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(Bcusciones Diferenciales Lineates Homogéness)

a la distancia al centro. Si se perfora un agujero a través de la
clerre, desda un polo 41 oteo, 7 o4 dale ceer wma pledrs ea a1 aguiers,
2con qué velocidad llegarfa al centro? (simens, 5.

Bote woviniento se reslizard en un dlimetro de la eofera cerestre.
Slendo R o1 adio de 1a miewa, indicando con  1a distancia sl centro, ¥
ol bbb o rigen

8y

®
¥ ests dirigida hacia €1, la ecuacién diferencial serd

" s

mate-"2aea +u?ano, dondew? -2,

R

con 1as condiciones iniciales

a0 - - ®, & @

5o txata de un noviaiento sminico sinple con solucion genersl

A« Acos(t) +Baen(t), d = - 0Asen( t) + 0B cos T).

A tnpaner chionrs tntoiaies, sele
[
luego las ecuaciones, unfvocamence detemimdil, de1 moviatento son
4= -Rcos®t), & = uR s

A llegar al centro es
d=0s0t=m20d =0k
Recuperando el valor de o y simplificando queda
a - {3 R = 7901 wag.

190/ 98 ke hatieian g6 i 3 grams ssiceds i meviataase 10 3000
fuerza de repulsién directamente
Faopaesionai s 1a. dlisamets. gue’ media sabee 41 guabe 7o el oe
coordenadas, la cual vale 4 dinas en el instante 6 a
L ceatinetico dal mitmor ¥ que es I iastaste goe s eiije pare fetoier
la medida de tiempos. Bl punto parte con velocidad nula, pero

enc " 1 medio
proporcional a su velocidad y cuyo valor es de 3 dinas en el instante en
e 1a valocitas sss de o cesbrimetro por sequide. Detaraines 1n ley de
este movintento. (serman, 4254)

1a scuncien ciferancisl sert
xt x -3 x', con %(0) =1, x(0) = 0.

TN, 1S K e

+3r-4-0ar=1, 1=~

La solucién general es
Aot 4B et
Derivando, se obtiene la velocidad

ot -4t
tepontendo las condicionss niciaies o
s 1
1-A+B,0-A-4BaA=2 B2,
5 5

1uego 1a ley del movimiento es

i
=D (4 et e et x = (et - et
5 5

Tragina 10

www.FreeLibros.me



Linea

(Bcuncones pierencial Homogtneas)

Se comprende que el efecto de la resistencia es transitorio y que, para
tiempos grandes, tanto x como x' se hacen infinitos como efecto de la
repulsién.

409, . g mebarial de

1a3 & ogment
gy ek il ottt s

oyl pogr o ey

Pongamos el origen de abscisas en el medio de los focos de
seracottn. 61 x o 1a “abacisa de1 punco nevil, 1a distancia al foco de
la derecha es L - x, y la distancia al de la izquierda es x + L

Drinea atraccitn e ejérce an seatido Poitive ¥ ia seguada en sencide

negativo. Por tanto, se trata, pues, de resolver la ecuacitn
mx =k (LX) -k (LX) = -

Su soluci6n general es

x = A cos(

La velocidad instantdnea viene dada por

o A

s dchdlitomos didataten, (0 = d. <110} inplican que
B-o,

luego 1a solucién es

x = d cos(

El movimiento equivale a uno arménico de amplitud d, provocado por una
atraccién hacia el origen de constante 2

21) Un punto materisl de masa 1 gramo avanza a lo largo de una recta

Al comens
timetros del foco de atraccién y mu velocidad es nula. Determinar la
situaci6n de la particula en funcién del tiempo. :Cukl es su posicién al
cabo de 3 segundos? (sersan, 4295)

Se trata de un movimiento arménico amortiguado, cuya ecuacién diferen-
X004 004 x0 4 001
método de las raices de la ecuacién primitiva nos conduce a la si-
et el g
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(3cuacionss iferencis

Linestes Homséneas)

G o
X = et/S (Mcos —t s Nsen— t).
) )
La velocidad del punto vendrfa dada por
1 O o
e - et/5 (Meos —t s Noen—t)+
5 ) 10

In

o o
4 — et/S (Moen—t +Ncos —t).
10

Inponiendo las condiclones daloiales x(0) = 10 y x'(0) = 0. daterminemcs
1as constantes de integ

=10, n.ml"/;,
con 1o cual la solucion queda en

g

g o
x = et/5 (10 cos — € + 10 — sen — t).
10 )

se cratars, por S susictgudinid cuelLenes
cabo de tres .egu..du 1 poeioten e
(3) % 7076 canminateos.

22) De un muelle, cuyo peso es inaprecisble, cuel
imal 4 200 grimos. Netiente uws temsits e ) mam—- fanish
onsigue extender el mielle en 2 centimetros, moment 10
mueita sin velocidad lntetal. EL medio se opone al moviaiento de1 oo
con una fuerza a su velocidaa

Syt ety e e e ey
1 centimetro por segundo. Se pide la ley de este movimiento. (sersan,
.

Sea x, funcion del tiempo, la distancia a que instantaneamente se en-
cuentre el cuerpo del extremo libre del resorte en la posicién de repo-

a k el coeficiente de elasticidad del muelle y sea h el coefi-
ciente de resistencia del medio. La sequnda ley de la dinimica de Newton
nos conduce a la ecuacion diferencial

mxie - ko - v2Bx 0t x
donte, trattoions de ua soviaiento srmindpo Amortiguedo, hews puesto
hm, 0 = k/m,
y cuyas condiciones xmcme- ms..
0) -

hx e x

X (0) = 0.
N T L L
tros, el coeficiente de elasticidad serd
k=5 Xgf = 5°9'8 N = 49 N = 4500000 Dinas.

= contictents de restatencis es

ho=0'1gf = 0°0001'9'8 N = 0/00098 N = 98 Dins
Como m = 200, resulta

B = 07245, 47 = 24500 » 82 - 0F = - 24499.755 < 0.

Poniendo

- W7 - B - 24499.755 » 7 = 156.524,
la soluci6n general de x, asf como la expresién de su derivada, vienen
s por

x = &% (A cos 3t + B sen 7t),
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(Scuacionss piferenciales Lin

o tomogéneas)

x' = et [(-BA+78) cosyt - (BB +yA) senytl.
Bbasises i comdiciones xmcme., sale
= -BA+yBaB=BA/ 70000313
La ley del mwimi:nco Serd
= e0'H5 © (2 cos 156/524 t + 0700313 sen 156'524 £) (%),
Cratindoss de una anortiguacisa oecilante

23) Un tubo, fijado perpendicularmente a un eje, gira en torno al mismo
cou veloetaas asguler constaste da valor £, R s atertor hay um globo
de masa m, cuya distancia al efe en el instante en que

medix don tiempos wale d. Hellar la ley del movimiento del giobe
respecto del tubo, suponiendo que parta, en relacién a éste, con
velocidad inicial mula. (sersan, 4259)

ci6n del tiempo, la distancia del globo al eje. El movimiento
de rotacién da lugar a una fuerza centrifuga de valor

mx 82,
Gnica que actda sobre el globo, de forma que la ecuacién diferencial de
su movimiento sera
Cemx@ax - 8x-0
Su resoluci6n nos ccmﬂuce 2 que
B, x - £ A B - g Bt
Inponiendo las condsciunel x(0) ='d, x'(0) = 0, sale que
0-8A-8BaA-B-d2%
x=dch@®t).

241 T punte materiel de mss 8 se scercs desde 1n parte positive dal
ol 8o smaciase

sy gridiafog Svrigy o) fuerza do
repulsién cuya intensidad es proporcional, segin uma constante positiva
¥, s 1a Glstencia que 1o sepera del ovigen. Eetudles este movinteato,
segtn los valores de =, V, Ly

sten la abscisa instantnea del punto, habrd que resolver la
Sounatt aifeceneial
X't .k

n @ x'* = alz, donde a? = wk,
con 1as condiciones iniciales
x(0) =L, x*(0) = -V,

donde el signo megativo de x’(0) se explica porque, al acercarse al
siigm, 1s penitul X e docramimies.

La solucién gemm para x y x

e

Ieponiendo as condicionses iniciales, sale

un error a1 ewpressr la resistencia del me-
poner 01 gf. De otra foma, el resul-
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(Beusctones Diferencia

Linestes Homogéness)

L-a+n Jfprva-2a

-vean-as’|Leva-23
La+v

oty BEY g et -
2a 2 2

v Lasv

(llegars el punto h:
verificara

a el origen? De hacerlo en un tiempo T se

1 verna
XM <0wT Yo

1n 3
2a 'Vv-La
Para que esta solucién exista, debe ser

S 10 1 e
k V2 - m L2
R S e L .

x
¢Se anulard la velocidad en algtn instante? De hacerlo en wno T, serd

asv
X (€)= 0T lnoo
2a "La-v

Esta solucién existira cuando

:

en cuyo caso 1a posicién del punto es

@1-v [nr-kw

x(®) =

De estos calculos concluimos que hay tres comportamientos: (ver fig.

18.2)

a v

L pnn:o Bhete udia ol seigus Gavcs Legts & €1 Gn et fuseinta s, Gime
gativa, pasa al otro lado, velocidad

a0 saula, perasuecicd oh 16 pecte’copecive bheta 1oee a1 intinits
pm cienpos protongade

veal.
Bt e, e sta Liegar @ sleassaclo, pero tumbids et retarma
porque su velocidad no se anula nunca. En realidad, 1lega al orige:

Eeincaticamente, sato es, como posicién 1iaite cuando o1 tiempo s hace

B o1 matante <. sin aber llegado a1 ovigen, au velocidad s amla y
pasa a ser positiva. Entonces, el punto se va alejando hasta tender
fasteten, a4 TH Dental 1A abeciiea posttivd, etk ciémcen

B 1a figura nesos Faprenentado satos tres comporcamlentos. Obarvese

e en los primeros inst dominar el efecto de la velocidad
Elcinl 2 o S Teuioiin, e tres GHAfime pedotiomntn ma
confunden(®)

©) e akarenko, 652, se plante o problema, st bien solo para
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(Bouncionss piterencias

Lineales Homogéness)

25) Dos pesos iguales estén colocados en el extremo de un resorte.
Dotorninar la scuacién del movimiento que efectda uno de ellos si el
otro se desprends. (beidovich, 2033. Piskuov, AL 118)

m la masa de cada peso. Sea L la longitud del resorte en posicisn
inextendida 'y sea d e incresento ds longimd experimentsdd com
consecuencia de que colguemos del mismo los dos pesos. Sea k la
s g W BBt e ol B o g
inicialnente en reposo, se tendrs

2mg
2mg-ka-0sk=
g a
AL seltazse wn peo, el orvo inicia un movisiento. $i x eo la distancia
(variable con el tiempo) e encuentra del extremo fijo

resorte, la ecuacién aumm.x . vasiticads gor x g

- 1),

ya que el peso tiende a alajaxlu ﬂel oxsgu- y ia stasuicidad asl medle
+ acercarlo. Recuperando a1 valor da k ¥ aimplificando qu

s 2L+

e s3Iyl g2228

que cion diferencial linesl completa. Gbservando que 1a
ouacitn pueds ssceibisse en 1a forma
2 a
X =2 k- (L4 D)) =0,
B 2
se puede hacer una traslaci6n del origen de abscisas
a

Eex- L+

2
ma T a3 e Gotgn Suibingts & Sl sl K Soutise 04
cquilibrio si del melle colgase un solo peso convierte la
ecuacién en la homogéne:

[
a

con solucién general

SO S -
N 0 xR - -

Siendo E(0) = /2, €'(0) = 0, sale

a
B 02§ == cos

2 a
En datinitiva. el paso que qusds realiza un moviaiento srmonico sixple
en torno a su posicién de equilibrio, con amplitud /2 y perfodo

a
2w |-
29

musstro caso b, Los sucor

una solucién  incorrect

a procedence e
en cuenta o1 sigwo news que haba que ssigmarie a la

velocidsd inicial
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(Bcusciones Diterenci

Lineales tomogéneas)

26) Bstudiar la descarga de un condemsador conectado en serie con una
bobina y una resistencia, sabiendo que las constantes del circuito son
C = 25010°¢ faradios, L = 0°1 henrios, % = 10 ohamios.

La ecuacitn diferencial para la carga q serd
+28q +eig=0,

R 1
B w50, 0 = 200,
7T e

La ecuacién caracterfctica serd

donde

24100 £ + 40000 = 05 £ = 50 (-1 £ {15 1)
ta soluctén guoeral e
= e acosiso 15 6) + B il 5o,
trattosoes da \nn descarga cacilente con period
®

T

25 {15
Las constantes arbitrarias B se calcularfan a partir de la carga
(ot o coasiiod) % oA Taeadioag (eadh a5 smgeron) inisains.
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(cixcuion c-um)

1.- Alimentacién de circuitos C-L-R. Ecuacién diferencial
Yolvanos  un ctreuito léctrico con un condensador, da capacidad ¢,
bobioa, d autoinducelén by ua resistencis, da conscante R, N
en serie, y supongamos ahora que al em..m se afiade un generador

ervicate, en e1 que splicancs wab tenaién dada por una funcién conecida
V() ae1 t1empe. tn sete case, 1a faersa slectromtris total

vie) -La

compensa las pérdidas de potencial en el condensador y en la resisten-
cla. AsS, la ecuacién del circuito es

a
VM,LU_,,,,,”,_W_ Lo
a q eq @ g
Poniendo, como otras veces,

®
28-2, & .
3 Lc
1a ecuacién puede presentarse en la forna
1
@ e28a retgs V).
Tanbién podrfanos haber tomado como funcién incégnita la intensidad T de
corriente. Puesto que I = ', se tendria
1 1
B R T CRE AR T RN PR AT
T i
como nueva ecuacién diferencial. Nosotros, no obstante, seguiremos
tomando 1a carga com inc
Se trata de una ecuacién lineal completa, cuya solucién serd suna de la

cién en los dos supuestos mas habituales (corrientes continua y
alterna) .
2.- Régimen transitorio de la carga

Anotando por qy; la solucién general de la homogénea asociada, sabemos
que se pueden presentar tres casos:

:
e el i
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Geelt) = A e BV 4 B o (B

2: Descarga crftica: £ - 62 = 0 R = 2

Q) = e (e B )

:
:

Q) = A o8t sen(r & + B).

Generalmente se trabaja en circuitos de poca resistencia, wando
nnos, de zesistencis pemuena en relacicn al dorle de 1a raiz dal
coctente 1/C, de maners que el caso mis frecvente serd el tercero. ia
carga, entonces, sigue una onda amortiguada, cuya pulsacién ¥ verifica
1 R 41 cwm irc-ma
P — oy ——
e e spc swe 2ue

3.- Régimen permanente de la carga

Sea g, una solucién particular de la ecuacién completa. Como hemos
anunciado, para su obtencién, estudiaremos dos casos:

1: Alimentacisn con corriente continua.
En este caso, serd V(t) = E una funcién constante. Puesto que en

Caso 1 covacion curacteriecion admive 1o rate covo, abed una solicién
particular constante

E
Gpel(t) = Q, con Q= — = CE.
W

Bs decir, pasados los primeros instantes, el condensador se queda con

esta carga constante. Debemos observar que su valor no depende de L ni
e ho, el régimen pernanente de este ti itos es
quivalente al donde, en ausencia de autoinduccién y

resistencia, lo que hacemos es cargar el condensador mediante la tensién
conatante E

- 2: Alimentacién con corriente alterna.
Supongamos que
V(t) = Esen@ t).
Bsta tensi6n oscilard (arménicamente) entre unos valores maximos E

(amplitud) y unos mininos re ambos por el valor 0. EL
) de cada oscilacién valdré (2 m/Q, donde 9 es la
frecuencia angular, o pulsaci6n. Por comodidad, hemos supuesto que en el

instante inicial hay tensién nula (o sea, hemos tomado nula la llamada
fase inicial)
Para buscar una solucién particular de la ecuacién diferencial
@ e28q +wiq==sen@t),
L

se pondrd
Gpe(t) = M cos(@€) + N sen(@ t) »
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5 G (8) = - M A sen@c) + NQcos@ E),
G (€)= - W coslR &) - N R sen(@ ) »

S M4 28AN=0, - 280K WP BN

-28a% w - e

¥
W - s s LW -k 8
constantes por otras dos

H

Ll
cambiando est:

Bc
e miaee luce-n.eoe
289 rRca

" 5
§ - aretg - - are tg
" @

- azc tg ———,
- Lo -1
podenos escribir

Geu(®) = U sen@E 4 9).
Bl réginen pernanente, pues, de la carga, oscila arménicamente, con una

cambiado a aeplitud, gue pasa de 8 0. funcion g codos.tos daces ded
cireulto C, L, R, By @

4.- Bstudio d 1a resonsncia

Betiriéodoncs al caso de corviense alterma, v, en pasticular, sl résinen
permanente de la carga, amplitud U en
i aged il v o ocr e e
observar que

v o o
¥, a continuacién, calculamos
-ECGQpU@Cc@aRCc-21]

poec, {nﬁn

R
Eata derivada se mantiene el signo (y, por tanto, U es una funcitn
decreciente hacia cero de la pul que

B
2ucmcers {7 [n

Erto coure steoyes un los caron memce iokareemias, ou e 9 sigiaen

transitorio era a exponencial o critica, e incluso en aquel

a Goscarsa oocilente'en Soo que 1a restatencia evcd an o1 marmen

Gl

solucitn vale  siempre,

peerio v coachimtes. B stiulo se Tk we selasie,

Triston 1o
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Por el contrario, si nos limitanos a los casos en que
B
rsdZ [femcsan,
todos ellos con régimen transitorio de descarga oscilante, y, Por otra

parte, los mis frecuentes cuando se trabaja con pequefias resistenci
se t1

a [> <[2r-mc
2 osafe |2,
@ o 4 2we
lo cusl nos indica que U tiene un valor méximo (absoluto) para la
pulsacién
21-mc (1 ®
2w
rGieesos R vl e amplu:ud xeluita
21
S U@ - . —,

R7

rlizc-w
donde 7 es 1a pulsacicn de la onds amortiuada del végiuen Cransitorio
R sea suficientemente pequefia como para anular su cuadrado, se
Cenarin Los igeaidades aprovinadas

e Y ]
o, . i R, 15 i S PR SR
ST Pttt U e S
T e i
B S T e e T et s
B I AT T i 0, 1 e 30 e
el Pt g
I el > R et gl o ey
e poacko . atbe o st B st 1 s, 7
s B R
S e o et

5.- Caso de los circuitos C-L

En un circuito con resistencia nula, conectado a un generador de
corriente alterna, 1a ecuacion diferencial es
1
@ B @)

La carga tendrd dos sumandos
1 procedente de la solucién de su ecuacion homogénea asociada,
o1 cubk o8 Bibae fen o1 sentido ds no dependes g6 10 Fuerta external. ¥
de tipo arménico,
1
@ (t) = M sen( t + @), con o = —,
Lc
donde 1a amplitud M y la fase inicial a dependerén de , asf como de la
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carge o sateneidad iniciales,
1 procedente de la solucién particular de la ecuacién completa,
2 d-nmlnaumo- forzado. Su expresién serd distinta segin los dos
Sisuientes cu
2.

T
La solucién parucn)lx se obtiene del mismo modo que en los circuitos
C-L-R sin nés que poner R = 0. As se llega a obtener
Ge(t) - U sen@ ),

que también es armnico, y donde
5 c Ecw
e -1l (% - el
Para 0 < @ < 0, la amplitud U crece y lo hace indefinidamente al

v

ensoen do x=.umu, ‘pere Shore sin cora. sigia pare 1a smpit
Caase1en e TLe i asbimes bigonsiaa”de 3 forma
qle) = ¢ (o 5 s N waale t)] o
2q(t) =t o [-Msen®t) + Ncos(wt)] +
+ M cos(w t) + N sen(v 0],
Q' (e) = -t Mcos(et) + N sen( B)] +
420 (- Msen(®t) + N cosw t)] »
e[c

E E
4 -20M=0,20N=-aM=0 N=—=u-|"3
S 201 240

ot F s
o 24L

qe(r) = ¢

e
L
manera que la amplitud va creciendo sotatinaumits baata) tesdes &

e
B e i e e T
antertor.

6.- Oscilaciones forsadas en movimientos arménicos amortiguados

Suponganos un punto material de mas calizando un moviniento en una
recta bajo el efecto do una fusrza de atiaccién hacia el origen, - X X

s sesistencis del madio, - b X', prop su velocidad, en el
que afadino e iy S Dt sootia s thn &

Tovacion Giterenciat serd
£t
M- kx-hx +F(E) ex +28x ¢ 0ix=—,

después de poner
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n X
e 0.

Esta ecuacién, salvo cambio de constantes y significado fisico de 1
ienas, es ide

ahora actuaremos en forma
el il

dejar resuelto e interpretado el modelo mecani
sunando

EL desplazaniento x tendrd un transitorio x.,, que podré ser de
tres tipos, de acuerdo con las relaciones existentes entre los datos m,
X y B del oscilador(® e

grpenenciat, criica y mu.m

¥ tendrd un permanente ¥, que dependers del tipo de fuerza

exterior apuc-aa,

Fuorza extertor constan
O ok it Coeriamin m.mn E, se tiene

Roelt) = — k,

ser interpretado en el sentido de que el punto tiende a

quaam Eilo, s tha distancia Bk del oeigen. Plchs da oure sanssar sa

saquems castesions bk, 1s grafics dsl Sssplesaniento tended uma

watntota horisental x = Bk, T se acerca a ella dependers
0 oudl sea o1 vipo de amorsiguacin.

- 2 Fusmas extarior simsoldal (o srataice)
ot aptionson van £o
F(t) - E sen(@ t),
el réginen permanente (siempre que h * 0y u % Q) sers
(t) =Usen@t + 9

donde
e E
Uan = 7
wle-miiiee law-wiome
- na
g = amming = ety
8 decir, salvo en los prineros instan

¥ do abi que se convack asta situacitn o

‘omo en el caso eléctrico la ampli a
Someiin de 19 pisasiin B 40 1t Fanmes extecier. B o
nslamx,
@) pepinsense las piginas 108 s 110, cutrdsse,  especialsente, que
oo A s B N R vy N s e
o1 nomezo
[ e
.. gra SRR
Tragine T
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»

que estén dentro de lo que el régimen transitorio es de amortiguacién
oscilante, existe un méximo absoluto de la amplitud, obtenido cuando

=i

2mE 5
ny

y con valor

n @) =

T
siendo 7 1a pulsacién de 1a onda del régimen transitorio.
Aplicar una fuerza externa con esta frecuencia angular es obtener el
fentmeno de resonancia (mecinica) ¥, y, una vez mis, los nimeros f y
U, se denominan pulsacién y amplitud de resomancis. Serdn tanto mis
interesantes cusnto menor sea la constante h de resistencia del medio.
oupone pequefia, como para despreciar su cuadrado, la
pulsacién libre 7 y la de resonancia estsn préximas entre si.
risney, S ciic h =0, donde el movimiento sin fuerza exterior es
amente arménico, el réginen transitorio se sustituye por el llamado
Ceainen 1ibre

Kk
% = Maen( € s @), con v,
mientras que el procedente de la fuerza exterior es el régimen forzado.
S 1as frecuenciss angulares o y @ son distintas, se tiene
(€)= U sen@ ),
donde
® ®

Pe—
In@ -kl m i@ -

|
para valores proximos de ambas pulsaciones la amplitud tiende a
mmm Siw -0 la onda forzada deja de ser arménica, para tomar la

(e = © senw t),

2 {nx
que es una onda de amplitud creciente hacia infinito.

o aumentar la amplited
cotumpion

ejesplo, en u

sstuaciones, com 1
vibsactonss,

o e a

rotura, Duatestive,

corgante - a0,

Prisgnlh e
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(Beusciones Diferenciates Line

[[Ecoacronss vrvamwciaias imwaaes Compiamas |

823 dpiioande s mitodo ds coaticiuntes insetersissdoe pers 1a blrquede
4o una solucisn particul ocua

haies Mneiies smpien
constantes:

0y -y =5
) Para 1a homogénea

ociada se tiene
P ole(rel) (-1 =0ay=
51, Pumsts qub mon 0.1 oo oals i Ta. aqteciie, ueackertatiin;: se:prolbe
una soluci6n particular
P(X) =MD (x) =0, p''(x) =02 -M=5aM==-5sp(x) =-5
©) La solucién general es
y-Aersmex-s.

S3rer(z-3)
B o que - 0 es rafz de la ecuacién caracteristica, se prueba una
ierigindell

POX) = M x»px) =

P = 0e - 3Me-2aMa23 e
“p -2
3
©) 1a soluctén general es
2
SAememaix
v &
vsyr -1y -6
o paraih scuscion owogbans smsclada se tisma
erFurosEad emave
AvBemscem
5 masce me x - 0 0 Tols (sirpla) de 1a smacitn caracteristica, se
ciabe taa meluiita pestisuin:
Fo M e B 0 S, B = B0 =0 M e W 3T
ap - - 2x
® 7
©) La solucién general es

yeRsB e CoT -

04) yrrre wyir 22 10.
a) Para la ecuacitn homogénea asociada se tiene
X“X’-Zz’:z7(zrll 2 =0s
Bx+CexsD e
B to o"es Tate doble de 1a ccumcién coractertstica, se
prusbe una soluctén particular
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(8cuaciones oifezencialen Lineales Compl

POO = M e pilx) = 2Mx, p'(K) = 2M, B (R =Rt (x) = 0
2 - 2Me100px) = - 5.

©) a solucién general es
YeR4Bx4Cer+De - 52

05) y' -4y a4y =i
a) Para la ecuacién homogénea asociada se tiene
Bearsa-ir-2ia0s

sy =e* (AeBx.
) Puesto que r = 0 no es raiz de la ecuacién caracteristica, se prusba
una solucién particular

PO =M 4 NX+PoD (X m2Mx 4N, PX) =2H

AN (- EML AN X+ @M-ANL AR =X
4M=1, -2M4N=0, H-2N+2P=0%
SMela, N=1/2, P =38
1
Spl == 2+ axe3).
s
©) La solucién general es

1
Yo ABx) e axe .

Cayexexel
40 Pare 15 acuseitn nomeptnes asociads s tisan
Barer(sl) =0s
sy B ex
) Puesto que r = 0 es rafz de la ectacién caracterfstica, se prueba una
solucién particular

PO =M N Pxo
P (0 3N 2Nx AR, P mEME 2N
S3MX 4 (EM 42N x+ 2N+P) =X sxt1n
M=l 6M+2N=1, 2N+P=1"
Me13, N2, a2

55 5
AeBe*iZ (23 -3x+12).
s

07) ¥t -2y ay e 6
a) Para 1a ecuacién homogénea asociada se tiene
O e

-
b) Puesto = 0 1o es rafz de la ecuacién caracteristica, se prueba
una soluctin particular

PO =MX 4N RO
4P () = 3MXT+2NX+ P P m6MX 2N
SME L EMAN R (EM-AN P X+ (2N-2P+0Q) =
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(Bcuactones piterencia

Lineal

- -6
M=l -6M+N=-66M-4N+P=0,2N-2P+Q=0%
SM=1,8=0 Pa-60=-12%
2P0 =% - 6 x - 12
©) ta solucién general es
ymeX (heBx) ex - 6x- 12

08) y* -3y’ - 4y =50 cos 2x.
) La ecuacion :-mms.ua de la ecuacién homogénea es
Foae(r-4) (reD) 0,
luego 1a solucién gﬂuul de aicha homogénea es
< Aetxypex
b1 Probanos una solucion particular
P(x) = M cos 2x + N sen 2x +

am
Vel sl
©) La solucion general sers

y =R e+ Bex - 4 cos2x- 3 sen 2x
09) ' 44y +4y=2cosx s menx.

a) Puesto que

(e 2?,
1a solucin general de 1a valegénei asociada es

y-e® @
) Probando una solucién particular
B(x) = M cos x + N sen x »

"1 (x) = - M cos x - N sen x +
2 (3M+aM cosx+ (-4Ms 3N senx =2 +sen x
2, - 4Ms3IN=1eMu225 B=11/25%
2 cos x en

©) La solucién general sers .
2 cos x + 11 sen x
25 .

yee aiBx +

10) ¥9 -2y 4y = con(3 m.
a) La descomposicien
- 1= -12e (r- D2 (xad
w1k e 1 el il e 6% sl cetaad GHTIK
y = X) + e (C+Dx)
TP Lon v < R
(x) = M cos(3 x) + N sen(3 x) +
#p'(x) = - 3Msen(3x) + 3 Ncos(3 x),
P''(x) = - 9 Mcos(3 x) - 9 N sen(3 %),
B'**(x) = 27 M sen(3 x) - 27 N cos(3 %),
P9 (x) = 81 M cos(3 x) + 81 N sen(3 x) =

Tragina 1531
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100 M cos(3 X) + 100 N sen(3 x) = cos(3 x) »
0=

cos (3 x)
p(x) =
100
©) La solucién general es
cos (3 x)
yeeA+Bx) +eX (CaDx) 4 ——
100

11) y'r - 9y 420y =8 e
a) Para 1a homogéues s tiena
2 420 (r-4) (x-5) sy=hesn e
b) La solucién paticular es
P(x) = M eS% o
S P (x) = 6 M e, prix) = 36 M et
s2M=B M4

> plx) = 4 esn.
©) La solucién general es
P

12 S6y e9ye
PR oy el g i R
X oEra9e(r-iey-eXReBx
B i gl st e scuncles comptond
X 5 pr(x) = 2 M e, pri(x) = 4 M e w N alopx) = e
o Sotuetén genenal:
yeex (asBx 4 e

13) y'* +2y +5y=8shx

a) Homogénea.
+5=0sr=-1224isy=e* (Acos2x +Bsen2x).

B sescionies:

Como el término independiente es

Behx=4er-4eX
se toma
PX) = M eX+ NeXwp (x) =Mex-NeX piix =MeksNeXs

- 1
SEM= A ANS A e N ez Wn 1o PO = et - e
©) Solucién general:
1
y=e* (Acos2 x + B senz x) + - eX - ex
2

)y -y - 2y=shx

a) puesto que

S2.(x41) (x-2),
1a sctucit gunersl da = hmoge..ea asociada es
AexsB
b) Como 1 término independiente o8
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2
probanos una solucién particular de la forma
BX) =M ex s Nxexs
Sl WO K et W) Mt SRR BN
- 2M=1/2, 3N - 129 M= -1/8 N= 16

1 1
R L
2 5
©) La solucién general de la ecuacién es

PO
SRereBen - ZexoZxen
Y 2 6

15) 7 4 6y o o

a) La ecuscion caracterfatice dnite & -3 como rafz doble. Luego
e aan

es 1a solucién general de su homogénea asociada.

b) siendo

1
e chx o
2 2
el térnino independiente, se prueba una solucién particular
PO = M e 4 N etx s
R0 = 2Me T - AN e, px) 4 My 16N et s
1 1
SM N = ap0 s (e s et
2
©) La solucién general es

BB e )
S B e e e
v z

AR
a) L homegénes asociada tiene coms selucisn general
A 4B en
ta solucin particular e de1 tipo
P(x) = M &%+ P cos x + Q zen x »

b

SEE Ny g ey e Posks - Qaay
6M=1,P+3Q0=0,-3P+Qn1M=1/6, s.,mn PRI
1 -3 cos x + sen
2Bl = - exk
10

©) EL resultado pedido es
3 e

yeReXiBe

R
a) Para su ecuacién homogénea asociada, se tiene

Barerarirsl =0sz=0,
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5 i
sy =R+ e (B cosi—x +Cseni— x).
2 2
b Por ser r = 0 rafz de la ecuacién caracterfstica, la solucién a
probar es de la forma

Bx) =M x + NeXapi(x) = M4 Nex piilx) =p''l(x) = Nexo

e
MM INET Ll TN Ne 13 pl) = x s

©) La solucién final es

e AR
Yex+—+As e (Boosi—x + Cseni— ).
3 2 2

18) yr -5y 4 6y dxen.
a) La integral general de la Wm!n:a asociada es
e 4 B e,
51 Para 1a solucion particulsr plantesnos
POO = (M4 Nx+P) X
S (K = (M+M + Ms2P x+Bx) eX,
P = (M+2N+2P) + M+ 4P x+Pxd) exn
S(M-3N+2P) s 2N-6P x+2PK =
746xs 22

spl =
I
©) Bl resultado a que llegamos es
Tr6x+20
ye T e

19) ¥yt -2y ey =8 e
) Homogénea:
yee B,

b) Particular:
BlX) = &% M+ Nx+ B
Pl e BMXR 4 2MXIINXL 4N I,
PUx) = €% (SMX 4 12Mx 4 INX+2M+EN+9B) @
SAMK L (BM AN X+ (ZMI2N-2B) =8x
4 AM =8, BMsAN=0,2M+aN 4P=0n

apl) = e (2 - axs 3.

©) Completa:
Yo ArBX) s 2x-4x+3).
200y -2y ey = (le2x+3x) en
a) 1a’solucion de 1a heasgénen asociada es
(A4 Bx.

b) Probance 1a soluciéa partioular
PO = eXx? (MxF e Nx+P) =X (Mt 4N 4+ Bx)
Apx) = Mxt s UMM B s GNP X+ 2P,
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a) Homogéne:

yeeteBx.
b) Particular:
Px) = €% (M cos x + N sen x) &
2P (x) = €% (M1 + M cos x + (-M + N senx),
"7(x) = &% (2 N cos x - 2 Msen x) »
4 -Mcos-Ngenx=senxsM=0 Nu-19
4 p(x) = - e sen x.

©) Completa:
yee (A+Bx - e%oenx

R
a) Homogéne:
A cos(2 x) + B sen(z x).
exibiends a1 tératn ladepeadiente s 18 forss
1+ cos(@x)

b

R

2

procede una solucién particular que sea suma de un polinomio de primer
grado con una una combinacién de coseno y seno del doble, cuyos
sontlegpiol dtun (geliaowies da piimee g 45 Bieu faics Setwn
wiltiplicesns oor % Borme doald A1 sparsse WA I sxikeatside in

ucisn general d6 1a scuscita homogtase, B dects
prx» Sk M e (P ate0x) cos2 ) ¢ (RAF SN senz W) @
Prix) =M+ 2RXP+28x+2Px+0) cosl2x) +
+(-2Px-20x+2Rx+8) seni2x),

©) Solucién general:
4 x +x cos(2 x) + 2 sen(2 x)
y-Rcos(2x) +Baen(2x) o >0t T AN BRAN
32
¥ -2y ey e x?en, %
a1 Homogbaen sssciuda:
yee (asBx.
b) Solucién particular
La presencia del exponente negativo en x, sars ecnacit tuase dnl
alcance de los habituales mécedos de foetistentes indeterninado
esta misna potencia negativa nos sugiere probar
PG =M exlnx s
@p 0 =MeX (Inx+xV), Pl sMe (nx+2xt-x?) o
-1 epl) - - e*lnx.
POV i AL 00
“e*(A+Bx - e*lnx
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(5cusciones Diferanciales Lineal

comptetas)

02) e
nea asociada es de cosficien
cular por el método de Lagr:

olver 1as siguiantes ecsastoses lisetles completas. s homog
onstantes, buscando una solucién parti-

1
Dy ey e ——

cos (2 x)
ociada:

a) Homogénea

= 4214y =Acos2x +Bsen(2 x).
b) Solucién particular:
B - K Gt 800 eeia
E1 método de Lagrange conduce al s
(4 () cos(2 %) + 8" (x) sen(2 %) = 0
-2 A7(0) sen(2 x) + 2 B'(x) cos(2 x) = ———
cos(2 %)
i 1
A = - g2 x| =~ In(cosi x)
2 T
% 1
LI B - x
2 2

In(cos2 x1) cos(z x) + 2 x

n(2 x)
2B = g
a
©) La solucién general es
1n(cos(2 X)) cos(2 x) + 2 x sen(2 x)
y=Rcos(2x) +Beenzx) y —— 0 " T TTEIREE
T

2 0

2y -y -

-1
a) La soluci6n de la homogénea es
y=aex+B

b) Planteada la solucién
B(X) = AG) e+ Bx) e,
ena para A’ y B’ es

1
A ex 4B ex-0 a - ——
. e fieme oy ox
R “ex Plpe-er - Inier- 1)
-
o1

2 p(x) = e (afe* - 1) -x] - 1-
©) La solucién de la ecuacién completa es
y=Re 4 Bexsex (nfeX-1) - x] - 1-e%Inlex-1).

Inex - 1),

Dy a2y ey (akazenio, 657)
x4 1
) La homogénea asociada tiene por solucién
yeeaeBN.
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(scusciones Difexenciales Lineales Corpletes)

b) ta solucién particular es
BX) = &% (At + B x) »
A ox s 8 exx a0 s B x =0

A ex B ex fxa 1) = [ 4B ko) =
X1

x a1

ar oo —— 1
PR PO L= LR T
1 k4 2

5 -

5 - arc cg x
2e1

1
2Pl = e (- = In(3 4 1) 4 x arc tg x).
» Z 9
©) La solucién general es
veeaann v ndi s D e xae g0,

1
Y2y e 2y e . (ukacesko, 658
o sen x
a) Puesto que
2= (xs1)? 4
1a ecuscitn hanogénen asociada adeite 2 solucién gty
y = e* (A cos x + B senx).
51 60 buscart wia solustén
p(x) = €% (A() cos x + Bix) sen x),
en 1a cusl 1as derivadas de A ¥ B verifican ol sistems
' e cos x + B e senx =0
1
A" e* (- cos x - gen x) + B e% (- sen x + cos X) = ———
% sen x

(A con x + B sen x = 0
“ 12" (sen x + cos 1) + B¢ (sen x - cos x) = ——
N (T .
5 = ctg x |6 = In(sen x)
(x) = e (- x cos x + Insen x) sen x).
©) ta solucién final es
y = e* (Acosx+Bsenx) +e* (-xcosx+ lnsen x) sen x)

Syt ey . [rree—

=

a) Puesto que
s medl
T PP ol
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(Beunciones Diferenciales Linesles Completas)

yeA+Bx+Cex
b) La solucién particular serd
Plx) = AlK) + Blx) x + Clx) &% »

n

O ]

- PR T
o -

PG = -xexlnxsl
©) La solucién general es
yeA+Bx+Cer-x+xInxsl.

03) Resolver las siguientes scuaciones diferenciales lineales completas
cuya homogénea asociada es una ecuacién de Euler:

D2y -xy aye=x
a) Mediante las sustituciones

e, xy =y Ky = § -,
1a ecuacién se transforna en la

Do Yo
Fooyecym-e
Yr3vT:
b) La homogénea asociada verifica
31 1
Eoora-e(r-1) (r--) ey=Aetsn e
2" "2 2
©) Habra una soluci6n particular
Plu) = M e s plu) = 2 M e, BT (w) = 4 M e s
s2Melam-Zap - e
2 2 B 3
) La solucién general con la variable independiente u es
y-Rens eI s em
3
€) Deshaciendo el cambio, queda

1
yerxenlie e
3

2) Coaxy+s .
a) Cambiando de variable independiente, queda la ecuacién
g-5ye6ye6etsiz

b) Puesto que
o5 - 2) (-
su honogénea asociada admite la solucién general
y=Rew B
©) se busca una solucién particular

3,
en las variables u-y

)
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(Beuaciones Diferenciales Linesies Conpletas)

Plu) =M e 4 N pu) = Mel, BT(u) mMels
NeGels120M=3, Nu2sp =3ets2
@ ta sotucion general Darayen Euncisndau

.8 s
o) Deshaciends o1 canbio de LAy el R W
B

DRy e x -1 x.
4 La mueva ecuacicn e 1 de cosficientes comstantes

DR S St N lﬂluci&n  general
= Acosu+B s
) Una solucisn pareicular evidente sb
P = u.

@) La solucién general es

= u+Rcosu+Bsenu
@) Deshaciendo el canbio, queda

X + A cos(ln x) + B sen(ln x).

DRy -zxy a2y ’
a) La ecuacién en la variable independiente u sers
F-3y+2ym2uen
b) Su homogénea asociada cusple
X -3re2e(r-1) (r-2)sy=RAe+Beml
©) Siendo 1 rafz de la ecuacién caracteristica, habré que probar una
solucién particular
Blw) = (14 Nuw ueh s (Mu+Nud) ev o
B = e 2NusMusNu) e,
Bl e @NeamaanuyHuonu) o
- 2Nu+(-Me2N) =2usN=-1,M=-2
-ptuv - 2w uen
) Entonces,
y=Ae +Bed - (2+u) ue
©) Deshaciendo el cambio para recuperar la variable x, se tiene
y=Ax+B®-(2+Inx xlnx.

5 2y =% senx.
2) 1a ecuacién se canbia on 1a

g - 2y = e sen(et).
) Face o nemogtnes nnciadz se tiene

syeAetsn e

o Buscance s sobssiia pucsicules por 41 kiods da Lepeanger
hev e B ona
Dlu) = Aev s B em s Rt B 20

fot s 28 e o e genten

Teazn
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(Bcuaciones Difersnciales Linesles Conpletas)

i e cenien | [a - o conten - seniem
- ~costen

5 = o sen(e")

2 p) = - e sen(e¥).
@) La soluci6n en la varisble independiente u, resulta
y = A el s B e - ev gen(en).
©) Finalmente, para la primitiva variable independiente x, queda
y-Ax+Bx - xsenx.

6 xyrr - Y +n @+l yeorx @1, neM.
R P A it At e Ry

donde ya henos deshecho o1 cambis pare sspresss 61 revultado.
b) Buscamos una solucién particular
P(X) = M X X7 5 pr(x) = Mex XV (x4 m),
PUX) =M x4 znxe m-Don) e
A M e X e M =1 p0 = eX xR
©) La solucién es
PEE T R Tt

MRy a2y - 2x Y s axy -4y =30 %,
) Recordando que la sustitucién x - e¥ implicaba

Y Ry egey, Ry g m3g a2y,
volviendo a derivar, tendrtancs

“:,m.xlyv ST -39 e29) xta
Ay - g 69 1P 6
Bitoncus, 1a sconsiéa e cambls en 18
P e Y el g 6Fe2 (9 392 2@ -PraF-dyn
a4 g +39e 4y -ay=30en
b) Para resolver 1a homogénea asoviada, tenencs
E 33 edr-as(r-1 (Tl (r-27a
Betsed (CaDu)
¢ Buscando una solucien particular por el método ds costicientes
indeterninados, planteamos
Pl = e
S B =2 MeN (v 4w,
B -2MeN 2w edur),
T = 2Med (4w el2un ),
BUU(W =2 M e (8ut e 32 u 20 »
M= 305 M =55 =5 el
4) ta solucién general en u es
Rev B ety oM (CaDu) 45 oMl
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(scuacionss piterencis

Linestes conplotas)

©) La soluci6n general en la variable x, queda
yeAx+Bxlex (CoDInx) +5x (nx

iy e Dy ey
4} rimeremnste hacomse

ay ary

X+labay =— y' = —,

a s

que canbia la ecuacién en una de Buler:
2y dy
2@ —.g sy-g-1.
w
b) Esta se hace de coeficientes constantes con 1a sustitucién § = e%:

3.1 e
29370y €-1e8-27ecyn

© 8 homogénes ssociads adaite la selucitn general
vy 4B e
@) se busca una solucisn particular SRS coutsotineniinguserminaten
Pl -Hue“c“-p(\l) SM @) et B M (w2 et

SM=1, Ne-1epW sue-1
o) ta sotucion ge..mx o ¥ cam fumcitn da u o8

) 14 asuest o 28 variabls ndependicnce € e
. EnE -
0 rinnete; 1n‘eculeios Roipnitie Hit S et pemral
yeaGen enliete o mxeD -1

04) Resolver la ecuacién diferencial
oy - vy = x- 17
2 se sabe qus mu hoasglnas sesciade aduite una soluctn particular de
t4po exponencial.
a) Bisqueda de una solucién particular de la homogénea.
Probanos
B = ot 4 p () = a e, prlx) = al et w
S lx- 1) ate - xTeN e a0
Sat-a) xe(l-admafa-1xeQ-a) Qva =
“(a-1) (ax-1-a)=0sa-1=0%a=1p( = e
b) Solucién general de la homogéna.
Entonces, para resolver la homogénea, se hace el cambio
yept u-erua
Sy meuseru ey -eXus2eXu b eXult s
S e% [x-1) We2u sw) -x @euw) +ule0s
Sx-D WS+ @x-2-Ww e x-1-x+1Du=09
Sx-D W s k-2 w0
weo2-x 1

wox-1 k-1

S1slnw - lnAslnt-1) - xe
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(sevaciones Difezenciales Lineales Comletas)

B N LT T e

su=-Axe*sB.
Deshaciendo el cambio, la soluci6n de la ecuacién homogénea es

v =
o Soluetsn pertioular de 1a squién
Aplicando e;

o complet:
G variacion de constantes de Lagrange, sert
£00 = - Al x + Blx) X o
00 = A x B

€% 4 (-A+BeN) =-A+Bera
S £ (x) =R+ B eX 4 Bexe
1
x4+ 8 e =0 I N

Be(x -1 e

v - I e
2

@) Solucién general de la ecuaci6n.

v= e - Ax 4B ex

05) Obtener la solucién particular de la ecuacién
2 -3
Q-x) y sz -0y ey ——,

@-x?
tal que y(0) =y (0) = -1
2 W solucton pareicular paca 1a scuscidn Homoglaen assciads.

-y s2(-xy +2y=
g asta scumcion mgiers 1a poribilitad de una iolucion particular
tipo poli
() = a4+ bx e
1levando a la ecuacién este valor y los
P mm2ax+b, p(x) =2a,
tenemos

En etecto,

2aQ-*e2@axen) Q-x+2 @B ebxac) .

@4+4ax+2as2bs2ce0man0,bsc=0,
luego vale cualquier funcién de la forma

P e,
o, més en particular, vale 1a solucion particular
PO =1 - x.
B S5t oRAL e 1% acuclen bomogtmn
Haciendo el c
y=a U QoY= 2u s (LX) W,
e fctat i oy

ociada.

@) we-axu =0,
e e i 1

x dx A
W elmA-2InG - s w -

a -2
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cuscionss Diferenciales Linsales Completas)

Volviendo a integrar, sale

Aax A x A N

wens [ a2 X Zagmx,
-7 21.0 2

© bien, poniendo A = 2 C,

u=BcC(

vargthx) o
P

2Y B w4 C oy -0 arg th X

<) Bisqueda de una solucién particular de la ecuacién completa

Siguiendo el método de variacién de constantes de Lagrange, planteamos
£ =B (1-x s C

+ - x arg thx),
1ex
con By C como funciones a deterninar. Derivando es

B0 =B (- x) e O e - arg thx)
24 x 24 x
S B4 C(——-argthx) =-B+C (— -argthx),
a s @+ m?
si imponenos 1a condicién adicional

B a-msc + (1% arg thx) = 0.
x

Volviendo a derivar es

24 x 34 x 1
£1000) = - B+ O (——— - arg thx) - C (———— s ——).
a+x? dex? 1o
Llevando £, £, £'* a la ecuacién, queda, despues de simplificar,

24x 2 (x-3)
SB (- X 40 Q- (- arg thx) = ————

+ 07 - w2
Ahora tenemos dos ecuaciones para despejar B’ y C’. Si la primera la
multiplicanos por 1 + X, y 1a sunamos con la segunda, se 1lega a qu

-2x-3 4 s -xax-4
el —wCex - e IR
a-x? a-x? =% 1-x
Recuperando el valor de B’ es
@-2x-3 3x-x
B e argthx
- -
AL integrar, el primer sumando se hace por partes, con lo cual
X -xea O3 - x4 4) dx  [(3x-x) ax
Bal X lageny o [ XTOE (XTI E
Bex @-x - @-x
R -xea 4 @x-1 ax
S g [ AT
1-x @-x*asx
Sxas 3x-2
T lagthxe 2 L sargnx.
1w @-x

Ast, reconstruimos la solucion
W aax-ax-2
£ =-3 (Q-xargthxs —— 2%
1-x
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(5cusctones Diferencisles Linesies Complet

4) Solucién general de la ecuaci6n conpleta
be acuerdo con 1o célculos anteriores, serd

yeBG-x sCC + 1w argchx) -
Tex

S eax-3x-2

S30-x argehx s

1
©) Derivando 1a solucin general es
24 x
Y =-BeC(———-argthx
a2

WX -3 ex-6
sdargtnxe X TIETXCE
(1-2
Inponiendo 1as condiciones iniciales, es

-1eB-2,-12-B+2C-698=1,C=3a

sy -

X1
que sers la solucién particular pedida.

06) Solucién gemeral de la ecuacién lineal completa de cosficientes
variables

Cadxy -8 X senlxd).

1
press

a) Homogénea asociada
Hagaros e1 canblo
Voryueyoyiue vy,
que transforna la ecuacién en una de priner orden y de Riccati:
1
e
Se pueden probar soluciones particulares polincaicas del tipo
) () =2 s at 0 t24,
saliendo efectivanente las dos siguiente
2xi,-2xi
Deshaciendo el cabio queda,

‘. Inyh e ia o,
que serdn dos soluciones particulares de nuestra ecuacién homogénea.
Como o1 confunto de tales sclucionss forms espacio vectorisl, tbién
fecin soluciones mu ssnimms y a1 coclente de s semiditerencia por el
nirero i. Asf, 1legamos a obtens
ety gind e
£ = 25 - costx), gl -
2 21
Se comprueba enseguida que en cualquier intervalo I que no contenga al
crigen. (intervalo. donde 1os coefioientes do 1a ecuacin son wiiidos)s
ambas son linealmente independientes, con lo cual la solucién general
sera

- sen(x?) .

= A cos(x) + B sen(x?
B) Ahora buscamce una selucién de 1a acuactén coepleta usando el método
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(Bcuscionss Diferencisles Lineales Completas)

de variacién de constantes (de Lagrange):
B(x) = A cos(x?) + B sen(x) »
L[+ A costxd) « B senc) < 0 R )
- A" sen(x®) + B cos(x?) = 4 x sen(x?) ~ B = 4 x cos(x?) sen(x?)
En la prinera integral usamos la habitual transfornacién al dngulo doble
para obtener
sen(2 x%)
A [1xoentod) axn - [@x @ - cosex ax s ST s
2
- sen(:) cos () -
La segunda «s da integracion inmedisra =i 1a nirasce coms potencis:
8- f4x conte®) sene®) = sen(xd).

Por tanto, la solucién buscada es
pix) = sen(x?) cos?(x?) - x* cos(x?) + sen’(x?).
¢} La solucién general de 1a ecuscitn compieta es
¥ = A cos(x?) + B sen(x?) + sen(x?) cos?(x?) - x? cos(x?) + sen’(x?).

07) Integrar la ecuacién diferencial lineal completa
"+ 4y =24 8en(2 x),
obteniendo 1a solucién particular tal que y(0) = y’ (0) = 0.

S ol i b
5(2 %) + B sen(2 x) = M sen(2 x + @),

N-IA"E,a--rctyl

La solucién particular a buscar serd
Bix) = x (H cos(2 x) + K sen(2 x1) =
“(x) = H cos(2 %) + K sen(z x) + 2 x (K cos2 x) - H sen(@ x)),
P/7(x) =4 (Kcosi2x - Hoen2 ) - 4 x (Hcos2 % + K sen2 x) =
Ke0, -4H=249=H=-6 K=0
sp C 'xcon(2 x) = 6 xsen(z x s 3 W2
1o/ ol gobasal sk de Ia forae
y = Msen(2 x4 ®) +6x sen(2 x + 3 w2),

donde

PPN, dote gl LR oo i il
Inponiendo li- condiciones iniciales
<Moena 0=2Mcosa-6sa=0, M=3,

luego 1a solucién pedica s
y=3sen(2x +6xsen(2x+3m2W

O8) Saalis i i o Gl Sosdimatatn enival Sirantis ik tasiene
corriente alterna V(t) = E sen(Q t), en cada uno de los tres

G0 ot tipo de  ecuacién fue remelto sl estulisr los  circuitos
eléctricos  C-L  excitados por ma  corriente  alterna caso
coinciden la pulsscien @ - 2 del gemersdor con la © del régimen libre y
Por ello en el cumndo del regimen forzado ha salido uma onda, no
arnsnica, do amplitwd creciente a intinito.
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(seuaciones piferencisies Lineal:

sigutent;

J).Cn 0002 taradion, L 3 heaion, 3+ 30 ohaice, % - 12 weicion,
= 5 radtanes por segunds, q(0) = 0 coulombios, g'(0) = 0 amperi
2 ta ccuscion a resolver ea
10 '+ 25 = 6 sen(s £), con q(0) = @' (0) =
b1 B1 rigioen veunbitorto da 1 carym (sobusion gememsd de 1u Boucgtnes
sssctie o
Gemet BB,

©) Bl régimen pernanente (solucién particular de la ecuacion completa)
se obtiene poniendo

= Hcos(st) + Ksen(s t) »
e = 5 K cos(s t) - 5 H sen(s t), qpi = - 25 H cos(s t) - 25 K sen(s t)
50 K =0, -50H=64H=- 325 K=0
3
Gor - - = coals t).
) La carga total (solucién general de la ecuacién conpleta) serd
3
qe=e® AsBE) - — cosls t).
o) bn totanaiand ge corsienta (dectvada d8 1a oaiya Tespesto el tlaspo)
se rige pos
3
@ = e (-SA-SBE 4B ¢ - senls ).
5
Taponiendo condiciones iniciales es
15

3
Q) =0=-5A+BaA—o B,
s 25

Q) =0 =A-—,

25
1uego 1a solucisn buscada queda cono
= et (145 t) - cos(s ).
ol

) 1a carga transitoria

3

G- e (1450
2

decrece, sin anularse munca, criticamente hacia cero. la permanente
sigue 1 loy sinuscidel

= - = cos(s t) = — sen(s t + 3m2).
W 2

2) C = 15625 microfaradios, L = 1 henrios, R = 20 ohmios, E = 160
voltios, 0 = 8 radianes por segusdo, q(0) = 20 coulambios, q(0) = O
amperios

# 1a/ammucicn & sesoivee
‘4 64 q = 160 sen(s t), con q(0) = 20, g’ (0) = 0.
57 55 Regiten soarbteaeio e 1e cangs Siis
P
©) Para el réginen permanente ponemos
e =

eos8 5+ K gen(s ©) »
Gje = 8 K cos(8 €) - 8 H aen(s t), qji = - 64 H cos(8 ) - 64 K sen(s t)
2160 K = 0, - 160 H = 160 @ H = -

L K=0w
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(Bcuaciones Diterenct

Lineates couplor

Qo = - cos(s £).
@) La carga total resulta
- cos(s

o) L ntensidad de chrrisnve (dentvade 4o 1e ‘Caras zespocto del tieape)
se rige por

q - 16 B e 16 4 8 gen (8 1),
Tepontendo condilonas tniciales e

(0) =20 =A+B-1,q(0) =0=-4A-1682A228 B=-7,
luego la soluci6n buscada queda como

=28 et - 7 &6t - coa(s t).
©) 1a carga transitoria

-7 et (4 - e

decvecs expousacislmente acia cero. La persasente sigue 18 ler
sinusoidal

Gpe = - COS(B £) = sen(s t + 3 W2).

3) C = 8 microfaradios, L = 1/25 henrios, R = 30 ohmios, E = 150
voltios, @ = 320 radianes por sequndo, q(0) = 5 coulombics, q’(0) = 8

ampertos.
a) La ecuacitn a resolver es

4% 20§ oo 4 a0 sanelTsagte) < ST
b) La ecuaci6n caracteristica de la homogénea ada o

2 4 24 r 4 200000 = 0 = -12 * {144-100000 = -12 * 316 4,
e

luego el réginen transitorio de la carga val

Ger = €12 (A coS(316 ) + B sen(316 1)
) Pk gl purmanie
T o320 B+ K sen(320 t) »
Ge = 320 X co8(320 £) - 320 H sen(320 t1,
Qi = - 320% H cos(320 £) - 3207 K sen(320 &)
4 ~102400 H + 7680 K + 100000 H = 0, ~102400 K - 7680 H + 100000 K = 150
S pe s 2
1436’ Jass
80 c03(320 £) + 25 sen(320 t)
vy - o T B Y

4436
) La carga total resulta

7 80 cos(320 £) + 25 sen(320 )
Q= €1 (A COS(316 t) + B sen(316 b)) - —

4336
e) La intensidad de corriente serd

@ = e ((316 B - 12 A CO8(316 ©) - (316 A + 12 B) sen(316 b)) -
500 c08(320 £) - 1600 sen(320 )

201
Tnponiendo condiciones iniciales es

500
Q0) =5 =A-—, q'(0) =8 =316B-12A- —
281 201
111390 4917
22199 22199"

de manera que la solucién pedida es
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(Bcuacionss Diferenciales Linesles Completas)

111390 cos (316 £) + 4917 sen(316 t)
qeeue D0 RS Y ¢ T eeRBEE L

22199
80 cos(320 £) + 25 sen(320 t)

496
£) La carga transitoria puede expresarse como
Qe = M eI sen(316 £ + @),
donde

3 {T3s1323221 37130
o DR 2, w - e tg =870 280 2107,
221
tratandose de una descarga oscilante. La permanente sigue la ley sinu-
soidal

Gpe = U sen(320 € + 9],

donde
s {28 -16
U= 00018, g = arc tg — = 252° 38' 45"
2456 s
Un punto material de masa m se desplaza a lo largo de una recta
de ol origen O hasta un cierto punto A de abscisa a > 0, bajo el

Focorrer 1 segmento

[0,A17 (sexman, 4296)
Bn una posicién genérica de abscisa x, la fuerza de resistencia vale
T -k @ - x),
donde
R r
£0) =-ha=-Rohe-sfx =-~(a-x.

st la ecuacién diferencial es

R -r
M == (a-x) ex - ——x T, conx(0) - x'(0) = 0.
a) Para la homogénea asociada se tiene
B

R
e 4 x = Ceft 4D et

b) Una solucién particular de la ecuacién completa serd
- ®)

B(E) =M M-

©) La solucién general serd
a(®-r
x=RetiBer -1 T
®
) Beskomino, ea thmie pars 16 wRlooiing Ta ereaiin
(cet-pe
Inponiendo 1as condiciones inicales, sale
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(Bouaciones Diferencisies Lineales Complecas)

a(F-® a(F-®)
o-cen-2 "2 o rc-mec-n-1T T

oo fosounl Tnisclualiin vi'uiSisetoidia ietdislindiy; e
-®
%= (chr &) - 1)
®

©) Poniendo x = a y despejando el tiempo, sale

an redrr-n
et PR .

B

B

10) Un punto material de masa m = 1 gramo, se encuentra en una recta a
10 ountinros el origms, Weta 1o 46Sts o WA Supun diséceimmse
proporcional a la distancia que ara y que n o
Issete e Gon o) pinta disie s kit ooy 4 o

que

su movimtento y sentido positivo con
pazte oon velooidad de tros
ler ¥ p punto oscile

conseguiz qu P
T ohiie Bivnar 0 oy Aok meviadmre v 1o, Ao redasient:

ta scuscion diferensia) serd
2x +Fex +2x 4 Sx=E.
a1 Para su howogénen asociada, se tlene
42rss5=0sr=-122isx=et (ACOS2E) + B sen t).
B) Posbansc. o pluctSn coutnts
HeSH=Folep/s
o Teatistas peaseal A
X ==+ et (Acos2 ) 4B sen b)),
Se tratard de una ocilacién amortiguada en torno al punto de abscisa
igual a F/s. Si se quiere que ésta coincida con la inicial, ponenos
F/5 =109 F A
@) La soluci6n general para x y x'
X =10+ et (Acos2 t) + B sen2 b)),
x' = et (12B-R) cos2 B - (B+2A sen2 t)).
Inponiendo que x(0) = 10, x'(0) = 4, sale
A 4=2B-A+A=0,B=29
X =10+ 2et sen(z t)), x' =2 et (2 cos2 t) - sen2 t1).

11) a punto X, de &, es atraido por otro A, de masa 1 gr., con una
ercida en 1o Gireccién du 1a sects que lon

1a aceleracién de 2 cwag?, y partiendo del origen con una velocidad de
© sy Bascatrar e oy del Sovintunto d 2 i intolaiaste wek s 10
cm a la izquierda de A y parte del reposo. (i ése que la masa movil
s m = 0'5 gr. y que la constante de atraccitn es k = 2 din:

-
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(Scuaciones Diferencisles Linestes Complat

Siendo a la abscisa instanténea del punto A, se tiene
A -2ea -2tsAsa-tiiAten,
donde
a(0) =12A=1, (0 =028u0.
Por tanto,

a(t) =t 4t

Si x es la abscisa de x, verificara la ecuacién diferencial

(x-a) -2 (x-ti-t) ex't +ax=4 (2eE).
PRt ol Bl o8 ol

A cos(2 t) + B sen(2 t).
Una solucién particular se calcula poniendo
PE) =MEI 4 NE+Pp (E) m2ME+ N, P/ (t) =2H>
G2Mea METANE B matisatn

1
AMeNal e a2ep) s B

La solucién general, para x y su derivada x’, es
1
X wAcos(2t) +Been(2t) 434t -,
2
S2Asen(zt) +2Bcos(2t) +2t s 1
Depodanto que 2(0) o A0 2 (01~ 05 wots

1 13 1
10 aA-, 0=2B+1sA=-—, B=-=.
2 2 2

Entonces, el queda por la
funcien

13 1 1
Xe-—cos(2t) - -sen(2E) 4 et -~
2 2 F

12) Un zoquete de madera cilfndrico tiene wna base S de 100 cm?, una
10 oy omesslmsland oy fosions se/eal. Colonado da postotsa
ague

acbre
zoquete como resultado de la primera sub

sea M 7 1a masa del zoquete y sea x la distancia a que se encuen-
el o el rdk Syt P et e

pues, a la subida. Por tanto,
Mx' eMg-SxgrkxeMg-(Sg-K xex’'sex=g,

donde )

Gy que m 59 -k 4o do contrario, 1a sums de todas

las fuersas tendria igual sentido que o peso y habria cafda en luger de
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(Bcuscionss Diferenciales Linsales Conple

sg-k
s iy
"
se trata de ecuacién lineal completa de segundo orden, cuya
Demcotuse. asociade a6 da/ coaticlentes constentes’y amite Ta’mlicth

general
x=Acost) +Bsen(wt) = Msenwt + @,
siendo
- A4 B2, tg @« A/
Como el término independiente también es constante probamos una solucion
particular del tipo x = C, resultando de inmediato que

-2,
1o que nos conduce a la solucién general
El
x=Msent +a) s
Baza musstra acuscion. Derivando, obienamos 1a velocidad instantizes
sisonls & & )
o SOEAAT NS dimns Ny o e
£l
X(0) = H =Msenas—, x(0) =0=NwCoBa=00n
W

£l
se-wz MaH- =,

¥ paee e sunut s 3 = con e t); I Teyes pazm Ia mnian ¥ e
velocidad s

X -2 cosw )+ L, x =0 - 2] sen )
o o o
£Bn qué instante T finalizard la subida? Légicamente, cuando se anule la
velocidad. Eato ocurrirs cuando sen(v T) - 0, o sea para O T = %,
que

donde concluinos

Ten/o.
51 en ese preciso instante es x = H/2, resulta

s, ,9
w2 -t- 2 cosom e 2w G2l
o @
29 4 sg-x
29 et X
PR sav
. 1573 3-47
ax-sg-t2¥I g 2747
3 23
Tomando el valor aproxinado
5% 10 wag? = 1000 ca/sa?,
resulta
100000
¥ = 22 ginascn.
5
Otros valores ligados al problema son:
6=10 |2 %66, T =036 sq.

7
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(Bcusciones Difexenciales Linesles Compleras)

Finalmente, la ley del movimiento y la velocidad vendrén dados por
x=5 0+ c o),

X' = - 408 sen(8'16 t).

13) Un tubo, fijado perpendicularmente a un efe, gira en torno al mismo
tor o

tanga valooided mula, ea relacita 8 fate, ¥ Qub e coefioieate de elas-
ticidad del muelle sea igual a X. (serman, 43

Sean x 1a distancia del globo al eje. El movimiento de rotacién da lugar
una fuerza centrifuga de valor
x®
A 1 repulsisn se oponded la fuersa.
K (x- 1)
el muelle atrae al globo. De esta forma, la ecuacitn
aiferencial de su movimiento serd

kL

x
mx emx 8 ok (x-L) ex’ 4 (- -8 xs

© bien,

X'+ (@ - %) x = 7 L, donde 0 =

Se trata de una ecuacién lineal completa de coeficientes y término
ndependiente constantes para cuya resolucién tendremos tres casos:
Q) 6 < 8 (k<8
La homogénea asociada admite la solucién general
x =R e s B e, siendo a? - 8 - W7,
mientras que
@

sers una solucién particular. Sumando anbas expresiones sale

L
XeAew 4 BeN - T x=a (Aett - B e,

Inponiendo las condiciones iniciales x(0) = L, x'(0) = 0, es
oL £
LeA+B-"—, 0-a(A-BlaA=B=—0
a? 247
La solucién sera

X = ——— m 8 ch(
ne -k
b) 0% « 8 (k = m 8%)
Ahora se obtiene como solucién general la

L
XeR+BEs - tlaxw aBewLt

2
condiciones iniciales, resulta A = L, B = 0, luego

Imponiendo 1
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(Beuaciones Diferenciales Lineaies Completas)

x=L (14—t

2m

o Wi s 8 (k> mEd)
La homogénea asociada admite la solucién general
X A cos (bt) +Bsen (bt), siendo b? = o7 - 82,
mientras que
WL

o
serd una soluci6n particular. Sumando ambas expresiones sale
@

x=RAcos (bt) +Bsen (bt) +

v
b (-A sen( ) + B cos(b t)).
et 14 Soadtofoias ShioLatas ShEamenn
@ 2L
LeRA+=—, 0=8BwA=-—,B=0.
b2 5
La solucién serd
L k- m s
x = ——— [k - m 8 cos(|——— ©)]
k- me? n

10 Tt vizille ecta estd fijuds o v efe vertioal, formendo wm bogule

° mismo. se encuentra una particula,

dtotancia & dut mu de iatereeccita con o1 ol ¥ en stiuasicn da rer

poso. La varilla a girar, con velocidad ar constante & en

ol relativ de 1n pertiona, chligeds
rmanecer en la varilla, y determinar la componente de la reaccién de

e Tie i el peats e {h el iaseita mernt a1 Admme

Ueando coordenates polares estéricas (v, 9. o la longleud en cade
Instante & valdes o ©, la latitud § serd fija e igual al &ngulo

problema y de 61 sabemos que r(0) = d, r'(0) = 0. Las coordenadas
Sxtarisins, po tanbe, derta
n 0 cos(8 £), y = ¥ sen 0 sen(8 t), z = I cos 9,

B el vluvlmi:m:o de 1la particula con'respecto a la varilla, intervienen
tres fue:
a) Una centrifuga, ejeccida en la rects perpendicular al ejs que pass
por la posicién instanténea, cuya intensidad e:

n -m g xsen 9,
donde p es la distancia de la particula al eje. Esta fuerza tiene una
componente en la direccién de la varilla

n eno,
¥ otra en la perpendicular a la varilla (en el plano que pasa por ella y
el eje), con valor

51 Bl peso, u g, dirigide Rlerbalicabrd RN
con componente  tangencial
Zugloos's,

Trasinn 178
www.FreeLibros.me



(5cuaciones Diferencisles Linesles Completas)

en 1a varilla y
Scgmen0

w5 1x Gisecsith purpentiontar,

perpendiculammente a la varilla, y que

de tal direccién.

©) La reaccitn N, situa
sl o i
De esta forma se llega a que
mr=m & rsen? - mg cos 9,
8 rsen0cos ¢+ mgsend.
La ecuacién a resolver es la prinera.

£0 - (8 sen 0)7 & cos 0
Resolviendo su homogénea asociada y buscando una solucién particular
constante, se llega a qu
z-Re®mm O, p o (8o , 300
8 sento
) o o O b (5 gen 9) o (8 wen Ot
Inpontende 1as condiciones iniciales o8

a=2s8+e 2222 oagaen0) -8 (Bsen o) »
8 sento
1 cos 9
sAsBal@- 2220,
2 8 seno
8sto permite escribir la solucién como
g cos g cos 0
) ch(§ sen 0 &) '+ ———

Llevado este valor a la sequnda ecuacién, obtenemos el de la
reaccien®®) .

on uma recta

siendo la
dinas/cn. Adends, e suerse extesior
Fimusoided P(5) + & seatd ] dimse. petecsionr B pace s of

resultante tenga el estado de rescmancia.

La ecuacién diferencial sers
X'+ 06 X! + 025 x = 2 sen(@ E).
a) La ecuacién caracterfstica es
06r+25=0sr=-032d0005 - 025« 003004 4,

B
luego la ecuacién homogénea asociada tiene la solucién general

G) m o wovimiemto  absoluo  intervendria s  fuersa  de  Coriclds,
perpenticular al plamo e contlene al efe y o miomo
sentido que la rotscitn, que seri compmssda G rescoitn do igual
dlreccién y monitud, pero sentido  contraxio. era parte,  cabe
setatar movisiento  relative & (pagina 126,

e
~coblesa 23) en o1 caso O = W2
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(Bcuacionss piferencial

s
x =M eI gen(— s @),

donde M n constantes .mmm. Esto quiere decir que la
ovpianta 1ihve d41 movlatents va de amortiguacién oscilante, con
\ma frecusncia angular de 0.4 Tailanes por Sequndo.
b) Buscando una solucién particular
Blt) = H cos(@ t) + K sen(@ t),
se tendra
P(E) =@ (Kcos@t) - H sen@ t),
PUAE) = - 0 (H cos@ ) + K sen® t)) »
» (025 - %) H+ 0’6 QK =0, (025 - @) K- 06QH=29
-120 os-2m@
aH

K= .
@ - 0118 @2 + 0'0625 @ - 0'1s 82 + 070625
Cambiando estos nimeros por los

B K-

ot~ oria o + oros2s
1240

"
arc tg - = arc tg
X

®

20 - 05
1a solucién se expresa como
(t) = Usen(@t + ).
©) Habra que buscar ahora la pulsaci6n de resonancia: Puesto que
av -a0 @ - oon
@ (gt orae 2 4 n'ous}"’
basta obtener la rafz positiva de du/afl, saliendo

o
e
fr}
Eatonces,
2 7
0= 2 (anplitud mixina), ¢ = - arc tg — (fase inicial),

y el réginen forzado queda definitivamente como

5

25 7
p(t) = — sen(— t - arc tg —]
3 10 3

) La solucién general sers

s 07

st i
X = M e3t/10 gen(— + @) + — sen(— t - arc tg —)
10 3 10 3

Gragina 177
www.FreeLibros.me



(statenss do scuaciones Diferencials

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALE:

Se llama sistema de ecuaciones diferenciales a todo sistema de
ecuaciones de la forma:

> )

= (X
® g0 o)

ax,
2 e gy
ac

a6,
 tyleam g ey
a £
donde £, son funciones continuas en un abierco de RV
El problena de Cauchy para este sistena se enun T gcionte
Lttt g e g g b e e v

condiciones ¥, (€g)=xf, % (£g) =K, - . Xy (€g) .
Eate problema tiens solucién Gnica si f, son funciones continuas en un

abierto D € R del punto (Epdid. .. ).

01) Hallar una a de curvas planas tal que las tangentes trazadas en
Puntos de igusl abscien inciden ea un nlem a0 pusto de1 e de ortemaden,
meutzaa gue as somaler o bagua ee puato del e3e de

ol Baencn Ruuslipemog e gt oopeidiguuony Vi Sy ol

vty

4) Plustessisato
Siendo y = = v(x) las ecuaciones a determinas

) 1as condiciones
21 smuncindo se tisdusen sn'el =

w-xuw evoxv fx@o-v)au-v
x+uw =xevy “luw -vvi =0
b) Resolucién del sistema -

Integrando ambas ecuaciones por separado, llegamos a

B+ AP
ieSete S0 sewe

©) Deterninacién de las soluciones
Inponiendo que u(1) = 1, v(1) = 2, queda
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(sistonas do Scuncicnes oiferenc

3-8

{“.,‘.z,{...,_ e
4A=8B-A - 342
T

02) Dada una funcién y = u(x), sea
y=vin = ]"\.m a.

Sebemmlane aata smoide sabieode g (6] 2 L S0 s 12y e dun
tangentes 1cas en puntos de la misma abscisa inc
i el il i

a) Planteaniento
La condicién sobre las rectas tangentes se traduce en que

mientras que, por la definicién de v, es v’ = u. Por tanto, las
variables u y v son soluciones del sistena
v -uv =0
v = u
5 Rasclucita del sistems
a primera ecuacién se obtiene
SaAsu=av,
que 1levado a la segunda, nos da
v eAvelnvelnB+AxaveBeXsu=AneN
o) Determinacion de 1a sotucien
Las condiciones iniciales implican que

1 o 1
1ean ean[earanannznal
z & z
luego 1a funcién buscada es 1a

-

03) La velocidad de crecimtento de los cultivos microorghnicos
pieosraiomsl fson aopelalintural s, 18 stntidatiprscunte an'dos tanbents

1

decrecintento de sustanc

) a la cantidad existente de microorgantsmos. Si inicialmente habia una

Comitad & o mioroukgmnimse 1 aaw EESs N de astaclin sicivives
r estas cantidades al cabo Aempo ¢

a) Planteantento
Sean x(t) y y(t) las cantidades respectivas de microorganisnos y de
sustancia nutritiva. Estas funciones satisfacen el sistema

Tragi
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Como condiciones iniciales tenemos
X@ o h YO - 5.

b) Eliminacién de la incégnita x

Derivando en la segunda ecuacién y sustituyendo x' por su valor en la

prinera, es

~bx --abxy.
Gsando de nuevo 1a segunda, queda

mayy.
o Basclucige da 1a tuctgrits
Reduceisn de1 orden dy su ecuacion y prinera cusdracur
P gl  tomaxt ' = p como una mueva incSgnita e ¥ como

Tariabie indepondt = =
e
y'-poy”-gp-d—y-avods-aydy'

1
ap-Hsay

) mkarminnolin o {a prlmes omsiaate delukugracil
Trat0eep - bAsleveqeye B u

1
—nn-n‘—-nion--v(.-nionxsn).
2

cuadraty
l‘cupqxlnau 3 valor de B, 81 remltado anterior queda en 1a foraa

a
donde hemos puesto

= .7.n=.z“.3 £ .
Jeavo g R

-

Integrando, obtenemos

) Deterninacisn de 1a segmda constante de integracién
Poniendo y = B para t = 0, sale

K-

1 sws
n 2

©5) Valor explicito de y

Operando, vamos obteniendo

848 8. sens-

agt-mn St 4
g-s MEoy E-sEey

147 et
donde hemos put

o

@) Resolucién de la incégnita x
Puesto que
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(siatenas do_Beuscioues Diterenciales)

2a 8y e

v -

@4y e
se tiene
2agy e

ey

5 ey

04) En una cops bacterians, la cantidsd de éstas crece con una velocidsd
proporcional (con costiciente a) & la cantidad preseate en ese instante.
to 80 lo:

a meat
50), Probar e pars Lieapos grandes 1a caacided de secteries tiende &
anulazae. (oo

a) Planteaniento
Sean x(t) y y(t) las cantidades respectivas de bact veneno exis.
T e o irdatican ok sievoms

x ~ax-bxy
' e x

como condiciones iniciales tenemos que
50 -, w0 = 0.

) Biinimcitn de 1u tncoonic

Fodenos dempedar ¥ en 1a rinera ecuacién, derivar ¢ igualar al valor de

hney\m:h
x - % ax bx-x'bx-bxaxebx x
AXE . -
YT s o)
.;.:;(.xxv Sxiibox 0.

o semstuctin a0 1 B
ccién del orden de o ecuscien
6n se tomars x' - p caso una nueva incognita y x como
Vacturte indupendionter

® | e @
Woepextap e Tx - Tpexp T -pabedaon
® e dxp P - P
@
.,,A,,,z..nﬂ

c2) Una ecunctén de Bermouiiil
La couacion en p y x 68 de Bernouilld, por lo que haremos el cambio
Fezqe2 a8, 2 beox
PRI iR w k1
o) seiueign de 1a Tineal
Reducida neal, para su hoeogénea asociada se tiene
w7 w_ 2ax
L5 NP I
= x 3

slng-2lnxslnkagene

st 101
www.FreeLibros.me



(sistomas de Bovaciones Diterenciaie

Buscanos una solucién particular de la forna

o an
Q00 = HE B e ez Hxs
o

2 @
G e 2HX-oHX - - bowadie-bedcs
* a

gle

sH--be x)
ot guoncel e s wincion 1ineal so exm.m. pues, como
-
) Deterninactén de 1a constante a; inzsgxiclén

Deshaciendo el Gltino cambio, se tien:

p=2gsp- e
que es la solucién general de la ecuacién de Bernouilli. Segin las
condiciones iniciales, cuando x = M se cumple p = 0. Por tanto,

oeulou-2ncHen=boua

que serfa la solucién p-rnmlar 4e o emuacion de Bemouilli que
it 3 oo et

S50 T e 10 i i
Deshactendo el cambio p = x', queda

Loca-

xdn
Sequnda cuadratur
st oot s astabtes sagnsetbn; we cadiouitie’ 1k Aabageed ok
segundo término mediante la sustitucion
Moxeulex-M-ul axe-2ud
sntonces,
ax S2ud r-2a
feceen- [ =—.[222. -
B

2 w2
s lamgtn - Zagen

¥
o o
©7) Determinaci6n de la nueva constante de integracién
Syl In condiolln lelel £O) < K »e conienn ks 5
©8) Final de la segunda cuadratura
aot, ot

Lbene--2agmm

LR TR SN LR
R E.lu.x

sest e T T L o 2 amges-Tabon
PP e (14 e8n2

@) Respues
Tiegadn a esta. sapreside d », es lico que, para S—h, o deduce qoa
x(6) — 0

00 o oumre con la camcidad de venemo? Fars tiemos crasdes e ea
Gabilinars, poms sy velocldad, proporcioml 4 %, tlends a cero. inie.
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Diteremcia

(sistomss do scumcion

05) Un punto materfal X de masa m - 1 se mueve en el sspacio
tridinensional bajo sl sfecto de una Gnica fusrza, de atraccisn hacia el
zetas, cuya intensidad es inverssmente proporcionsl (con
comatants da pperclonklioed & = 3) 81 ciko Ge 1n distuscis & eloho
oje. Inicialsente, se tiene

Deterntnar eu posicién a m
et oot ey 0) au propeceién sabre o1
1ano 1 "vector niéatio dirisida desde ¥ haers o1 ele de as

x v

Y’ l .y
e vector perice expresar <1 Cargo s fusrias TUH), como au producto
por 1a intensida
2
. —2
sy
de1 cango. 28 deci,

x 1x 2y
[ A L L S
il oty oy
Aplicando 1a segunda ley de la Dinkmica de Newton, s T(X) = m X'7,
iqualdad vectorial que s traduce en el siscena
2x
o 4 y?
2y
s
o e yh?
oz -0

e bt g saacies con s conttoiones tidcislen el st
a) Resolucién en 1a e
Trivialnente sale

Srando 1a sesunda scuacién del siscems

v -1

donde la comtants L se determina llevando este valor & la primers
wcuacién. operando sale
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(sistenss de souacionss

2 =B z=BteF,

) =0, 20 <fZoE-dZ paonzadie 2 - 02
51 Resolucicn en 1as varisbles x o ¥
y o tiene integracién tan inmediata. La obtendremos
escismisdAh del propio emmciado:
1) Bl campo de es claramente un campo comservativo.
A Tt el il s

donde

P - ——.
-
En la posicién inictal este potencial vale
PO = 1.
Por tanto, el trabajo para ir desde la posicién inictal hasta la
instantanea, vale

1

PO®) - px0) =

oy
Por otra parte, la energia cinética viene dada por
1
T = ImEE -z ed ey zd),
2 2
siendo
70X =
it ikl e santen s chge Amseen (RSB43 Giinde ab obbiane el
caleular 1a variacién de energia cinética
1
YEO) - TEO) w > (F ey -2
z
Tqualando sus dos valores y operando, obtenemos
2
2exd eyt —
Xy
Recuperando el valor ya integrado de 2/, queda
2
e e
N
ecuacién que viene a plasmar el principio de conservacién de la energia
mecanica.
2) Calculando la derivada respecto del tiempo del momento angular
de 2 particula, rempecto del efe 0z, sale ol vector

vmge (aroten, Sniesmaate 4 tole por ees en 1o, Bon smeidbd 0

to
TanE T a0l 6 e Sy sy S
¥ puesto que
x(0) y'(0) - x'(0) y(0) = 1,
1o que conclufnos es que

Xy Xy =1
st el sistema en x e y podria ser sustituido por este otro:

st
www.FreeLibros.me



(siatenas do_scuaciones

que escrito en coordenadas polares (s,p) serfa
2
PR T
o

o =1
a) Integracién de la variable p
Eliminando ' y simplificando, queda
1 1
pRe—spdpuare - paArt
Como p(0) = 1, determinamos la constante de integracién A y resulta
1s2tsp-f132¢
b) Integracién en la variable o
Recuperando el valor de 1a segunda ecuacién del sistema, tenemos

e su-Bezmae2D).
2" Tezc 2

s
Como @(0) = W4 = B, determinamos la solucién en la forma
1
weZiZmasze.
i3

La trayectoria pedida, expresada en coordenad:

polares cilfndricas es

" 1
beZ+-lm@e2n)
2

p-Tii2¢c
2=17¢

canbiamos a coordenadas cartesianas y elininamos el pardmetro tiempo,

st
priicey
5
NS oy BRSSP R RS
B T

2

y_%ﬂ—hgz wae e el fEa

2z 2

96) T punto material X
cireular, cuyo
otas y su
atrafdo por el eje del
leon constante de proporcionalidad K = 3) a1 cusdrado de ln aistancis
que 1os separa. Estudt moviniento, sabiendo que

X(0) = (1,0,1), X (0) = (-1,1,-1).

mupesticte ctates

de masa m = 2 o
Ace es 61 origen, "ae Tevoiucica es o2 o

-
Kool sgguumicioces

a) Planteamiento

plano Oxz en

. sus ecuaciones paramétri: funcién de las coorde-

obtiene girando la recta z = x del
nadas polares (5,p) del plano Oxy, serdn
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(siatenas do scuscionas Diterenciates

X(w,p) = (p cos
X, Lo eaotieny ey s Butiomes actanlian; iy wianttiempe
Traténdose de un problema dindmico, tendrfamos que plantear un sistema
de segundo orden en estas incognitas. Su solucién aportarfa cuatro
constantes arbitrarias, que se determinaran con las condiciones
iniciales dadas(®. Para plantear tal sistema habria que conocer, ademss
de la fuerza que da el enunciado, la de reaccién del cono sobre 1
Pecticula, Bn Tupar de utillseria, optarence por Plamtess un sistema
sauivalente, uciliaando otros princigios de 1a mecinica nevtoniane':
51 sigteas sqivalente de prine

33 Slends ¥ = (r,3,0) 1a proveccion de ® sabze o1
vector unitario dirigido desde X hasta el eje

x -x -y

lano z - 0, el

e S

v e
Kate vactor parmite expresss el canpo de Foerzas (K], como s products
- a2

1a intensi
k
[
P

el campo. Es decir,

x S xx Sky

o) - —— Y )
Y o+ g2 o ey

Bste canpo es comservativo y admite la funcién potencial
k

[ ——
Ly P

B la posicién inicial este potencial vale p(X(0)) = k. Por tanto, el

trabajo para ir desde la posicién inicial hasta la instantinea, val

PORE) - pxO) = - -k
Por otra parte, la energfa cinética viene dada por
T = Txex D e ytazd) 2D 2t ptwed),
2 2

siendo y(X(0)) = 3 w 2 su valor inicial, de manera que otra expresion
dal txabato se chtiens a) calcular la variacion de snergfe cinéric

T - 7o) - 2 Goropron - 20

@) spurestesente las  conticiones inicisles parscen temer sels  dator

imponer  1a  purpe 2.
ecuacién algebraica, lineal y homgénes, con tres incogmitas 28
Aanente
1a wectn e,
oo ello mos colcarta en un mivel de desarsoll matemitico smperior a1
hemon sequido en

asioa 1861
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Diterenctates)

istateme do scuscion

Smaiands: ooy macspersndo don vilores dbin 1. Xxsbirasmce
P2 ea e
2) Por ser nula la terce: 1a dertvade rempecto dal
i mah Eratar, anpie L S day e eelt
xy - xy =gt

es constante, y, puesto que
x(0) ¥/ (0) - x'(0) ¥(0) = 1,
10 que conclutnos es que
P
Ass, Lleganos a1 sistena de priner orden (¥
P
ot o -1
©) na solucién particular del sistena
Elirinsndo o' se obtiene la scuscién en las variables € y p
F" +1=3p.
i ea soiucien pursiculer.
ettt mmm 1o seqnaa Esta solucién
partiouiar de sistena Gomeivtiria en una reracion con velocidsd wngiles
Commtante s etectiads en 1o Cireunerencia situada on el piano = - 113
3 Resolucién de la incéonita p
eparando varisbles, se tiens

e observa que la func

@ z
2ppternape L2y
Le-1  *
L6 Geen B
P R W - S
s o1 sigrio negative procete de qie Laiclaiuecke 2 ¥ o ttene. 1
constante C se calcula imponiendo que p(0) = 1, saliendo

0 {7
c- salip-Tapsn-208 -2
2

Aunque janos una expresion elemental de p coso funcién del tiempo,
onta ocuacitn 1 datize Suplicitenente y do w1 enciio se dashce v
Sizpe
staoms 1n feizn ¢ overienuents crecience an todo el intervalo. 10u6
ito material se sitta en la

ocurre 1legado el ins © = 20/272, E1 punt
sobica ooty x- solucién” constante en la cual permanecerd
con sceleracién angular mua

o nmmun Incogmisa
oo i e T
ol Rl el o Ras s erectonle . it
X. En efecto, elininando el tiempo en el sistena p

o veces las  condicionss inicisles para
la mma de enersies y e da temcers

[T
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tosss do Scusciones Diferenciales)

@ ;
L R

sarctgf5p-1-

B
-Zuan
[

Imponiendo que para  « 0 ea p = 1y 0 = 0, sale D = arc tg 43, Operando
hasta depejar p, queda, finalnence,

7o
1+ tgi—)
0

s

o
0 {7 o’
o il 5 i enclaias) i’ o, sikemeass ids ds 1%
frotsuiReritbipni it vyl iy K g ok By

Cuando t = 20/27 (que inplica p = 1/3) sale 6(20/27) = 2 42 azc tg 2.
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1.- Congruencias de curvas tridimensionale

Llamanos congruencia de curvas tridimension curvas de corte de
e assetions o siomitictss . oy soumcite sorh

a(x,v,2,4,8) = 0
s0xv.za,8) = 0
ia congrusncta estard definida en un clerto doaindo D € . de maners
que por cada punto (x,y,z) = X € D pase una curva y solamente una de la
vl i Lo (R i K Moy et
x:

A = plxy.z)
B - ixy.2)

- Sistema diferencial que verifican

Derivando en este sistema respecto de alguna de sus variables, tomada
como independiente, por ejenplo, la X, saldra

2.0
oy
IR O L )
o "oy ax 0z ax aym , &
a

a a0 * T
Gzax |dz 0y 3(y,m Blzx  d0y)
ax

ay
il - txy.n
o
oz )
— - sty
ax
10 que nos indica que la con ia de curvas es solucién de un sistema
de Yoo "scuacionss diferencisies ordinaries 3 e este sistes express

una propiedad de la recta tangente que es comtn a todas las curvas de la
congruencia.
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(congruancias de curvas

T evidemte que. reciprocamemte, todo sistems diferecisl de
ecuaciones ordinarias de p: interpretando sus variables como
seiserelipinsmundogt o vediosin Mo sarrorits st e

4

~ - ty.n)
= ¥
RN
— - g(x.y.2
= ¥

¥ stnitists la toverpretscin Gs ser el sistens de ua congruencia de
Survas exidimnsionaies

Integrales primeras

Dado un sistema diferencial de dos ecuaciones con dos funciones

contendrdn, entonces, a L
T Glaro g aL chtemcnos Gos aregteios peieras ¢ y ¥, oL sistosn

(px,y,2) = 2
voxy.z =B

curvas integrales del sister

Gefine implicitamente a toda
Con frecuencia es mas facil obtener un par de integrales prineras que
resolver explicitamente las incognitas y, z funciones de x. B

stema que definen, debe valernos como una buena solucién del problema.

N

Bercicion

Desarrollarenos las anteriores ideas con emunciados concretos:

01) Encontrar la congruencia de curvas solucién del sistema
2xy
T

v -

Bt
(serman, 43301

a) Wultiplicando la segunda ecuacién por y, la primera por z, y
restando, queda

y-zy -0a-a

b) Llevado este valor a la prirera ecuacién, queda como homogénea
2xy

X - 14y
© bien, en forna diferencial

Tragtna 1507
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(congruencisg o curvas
G - e A ) ay
T Tt e Rl L W
fancién solo de y:
X 2xym .

2xpayw o m-2pepeyt

2
Batonces,

ire @
s« [ 5 2w
v

@
B R TR RE PP
v ¢

2
SA) = e Ay ey < e e M)y,
v
con 1o que 1a solucién general e
Qemyiony
©) Interpretacion
Recuparando el valor de A en la segunda solucién, ea
. -5y,
por 10 que las curvas son cortes de cstas esferas, centradas en el efe
Oy ¢ incidences con el origen de coordenadas, con 108 planos

yly-x

R

Y s e G B B0, 1, T4 W O i
a )

(verman, 13361
a) De 1a prinera ecuacién se obtiene
Yo oyzy =y -yzeRy -y ealyy -y ze
Ry -y

Yo -1
Llevado este valor a la segunda ecuacién y simplificando, queda

yly-x
Bvldicl sstasi xpomdionsa; Eeonece

slnzelmAslnly-x szealy-x.

z y-
Inponiendo 1a condicién inicial, obtenemos el valor A = - 1 para la
constante de integracién, de forma que la curva buscada estard en el
plan

B Selimadoiramadio doniy. Tievendo 3y 30 v 1n seguadaocuscite. dei
istena,
-y xey 2y -yx
PR o it (PN il
Sy -y X -xy ey
SRS oientetn 8 pnmu orden. Con el cambio y = v X, se transforna
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By (y- 200 = (y - 0
= 1para x = 0, la constante vale B = 1, luego la curva estd en
byt o
Yy -2x% - (y - 02,
siendo el corte de éste con el anterior plano.

03) Eacontrar la curva que pasa por (1,1,-2) y verifica el sistema
ax & ax

Weaxy o2y

) 1 stotena squivale a1
2y ax- 00+ 3xyh dy =0, zdy-ydz-o.
b) La prinera ecuacién s una homogéna de priner ordens
dy 2y av 2 v
&0 i =

143w
143w ax
e ave - — eV (e v s Axey (8 4y = AR
v e B

€ 18 sucrmds eoubien g, dlssotimetne 4 dskeqra) petsaca
d) Inponiendo las cnndickan:l huc!n)el xa)e

172,
3030, 4 v sl icte e Begiontn oy
y 24y - T
2 -0
traténdose del corte de un cilindro, levantado sobre una cisoide de
Diocles, con un plano.

04) Integrar el ststema

(herman, 4335) .

#) stendo A o1 valor comtnds estag frsccionss. se viens
L A R R
dysdz=0sx+y+zai
¥) Daspejands = an1a Abnucise siidelda Y, Hasaads o viles s dayites

Tragies 1571
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(congruencias s curv

priverss traccionss, queds
Moy (xeay-nay-o
aue o6 unn cuscida difurencial exacta. Eac

i[5 7 A B K G,

ke W xeay-AeY I may-An

oy
v - f@y-may-yoays
POy) =K sy exy-Ax-Ay=c.
Recuperando 1 valor de 2y opesando. queds

‘zZxeCaB.

© 14 curvas tnteseales, por tante, ceten detintdss por
x+yez=-n
xy+yzezx=s

05) Eacontrar las lfneas de campo correspondientes al vector
Pxy.m) = Gy - xe, vE - ye, B - w).

a) se trata de las soluciones del sistema
ax ay az

- -0 zx-y
Tomando la coordenada X como pardmetro, queda un sistema de dos
ecuaciones

ye-w zx-y

Txw-a x(y -2

b) La suna de éstas es

Y ez =leyezo-x+AexeyszeA
©) Por otra parte,
EyGo®eysoy vz yavyw

(v - 2) x vz

nlyz) - -lnx+1nBaxyz-5

S, S e el S el e e i, o e

supexficie cabica:
(x+y+zen
xyz-8

yzeye =

06) Bcuacién de las trayectorias del campo de velocidades
¥i2) =y, =%, 2% -37)

) EL ststens g esorinizia en la forma

v,y 2 =A2x-3y.

PPN, ok i AL Bl
¥

e S0 eyian
EeoeEs vay-o vea
©) vor otra parte,

3x s2y ez
@ Las trayectorias salen como cortes de cilindros circulares rectos con
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(congruencias de curvas

bases situadas en el plano z = 0, concéntricas todas ellas en el orig
de coordenadas, y un haz de plancs todos ellos perpendiculares al vector

3.2,

ARt
dy - (x+2y) dz =0, 28 +dy s (x-y) dr =0,

a) La primera ecuaci6n se escribe con
1 mmm | mtuay)
e —— s ——a Y v e
xe2y o Txeay E3 By
A2y,

lax+2y) +dnnae
b 1a gu..mmn de a2 entre asbas scuaciones conduce &
P
[ . ays
x+2 y x+2y Y x
2x

4 2
PR ke S Yoy o0
o2y y-m e zy) Gy

2 (x+y) dxexdy=o,
que es una ecuaci6n diferencial exacta, con solucién general
©) 1as curvas integrales del sistema sern, por tanto,

Fanxezy)
2 +2xy-8

08) Obtener las curvas que verifican el sistems

(Becman, 4327).
a) Igualando los primeros términos de ambas ecuaciones y simplificando,

Y i maemy-imzeay-

1) Lievado este resultado a 1a prinera ecuscitn, se oheiene

Ay y sxeApeixiBe2apP-ax+6n

) Recuperando el valor 3“ A en la segunda solucién, las curvas quedan
detinidas gor

z-ny
2y z-3x-68

09) Integrar el sistema

y exay
yxax-y

(Borman, 328) -
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(congruencias de curvas

a) Sunando ambas ecuaciones es

Y zeyz e (yz =2xayz=xi A
b) Despejando z en esta solucién, y llevada a la primera ecuacién, queda
x 1

v ey oy y? - ——y
x4+ A x4 n x4
que es una ecuacién de semwuu, en la que procede la sustitucién
v .
P

oo in casbia en 1ascuaciia u..m
1

@4 ‘A
Resuelta en la forma habitual, su soluci6n general es

B+dngx s dxt v a)

Lax
Deshaciendo el cambio y poniendo
“ncecse?

n € - Intx s dx 4 B)
o) ta solucien general de1 siseena, serk

1 c - Intx s dx v a)

s-fe o ntne e be v

y-

10) Integrar el sistema

xy =
e rxayiao
[re——
a) Rue)ucmn de la incégnit: -
De 1a priners acusctn sule, por separactn da veissles, que
ax
b) Resoluctén de la incégnit:
Lievado o1 snterior valer a 1a somunds scusclén, volvesos & separar
varisbles para cbtener
xzz 43+ A 0922 4 (1427 x=0=
e ea -
€) Interpretacién
Recuperado el valor do  en 1a sequnda solucitn, dota Cona ol aspecto
vyiezien,
as curvas lalucmnu Son cortes de esferas concéntricas con
Flasos pacpmdioriares & o seidos, posends pos o S1b, ha dects, setn
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(congrusncise de curv

congruencia 1o es de todos los meridianos trazads en todas las esferas
de centro el origen.

11) Resolver el sistema

-y y=z -ph
(Borman, 4333).
a) Restando anbas ecuaciones, queda
Zoyely cz) (2-yisz-y) (2 -y =l
(2-y?--2x+a
) Dividiendo anbas ecuaciones, queda
Uy =y sz myy e -

13] Datmmdnar e cirva exiimensional gus pess por el e (0:3,1) ¥
que posea las siguientes propiedade
)31 Gasplasar ol puate de coatacts por 1a cueva, sl corte de 1n esta
Plano Oxy describe la bisectriz del fngulo formado por
positivas Ox y Oy.
b intancta ‘e media soire dicho corte y el origen de coordenades
s igual a la coordenada : del punto de contacto.
cman, 4342

a) Planteaniento
Puesto que

x + Ax', y 4 Ay, z e Az
representa un punto genérico de la recta tangente a la curva en el punto
X = (x,y,2), anulando la tercera coordenada sale

que serd el punto de corte con Oxy. Entonces, las condiciones del
problema dan lugar al sister

xrl =t 47 e -

a8 1as dariradin o6 b tommdo seipecto de 41g0s pnsmem u. Como hay

#6l0 dos ccadiciooss, v tres fuxcjonss lncSgoitas, podewce eiponar e
rinetro coincida con algats de las Goordesada

Simpiificecion, tomtnos u » . oon Lo cunl ol sistens en

'-y-"iy,xxr[x,

CRRSINP R (- SRR SR
el ix-zx) " |aialF g -ayn i
% iz

3 Benchsito o wiave
cono ¥ veritican wma nisma scuacid 1inesl de priner orden
1

5 G
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(congruencias o curvan

Aduite 1a solucion general
vecz
b2) Una solucién particular de la ecuacién completa
Probanos
Plz) = C(z) 22 p(2) = C(2) 2+ Clz) »

1
SC(2) 24 Cla) ~-Cla) 2=F —2C (@) =F— -

1

1
s c = lmzep(z) =F—zlnz.

b3) Solucién general
Queda en 1a £
1
vecCzF—zlnz

2
©) Deterninacién de la solucién

Cuando tomenos v = x, 1a condicién inicial es x(1) = 0, luego
0-Cox=F—zlnz.
2
Sin enbargo, al tomar v = y, se tiene y(1) = 1, es decix,
l1-Coy-2F—zlnz

Recuperando aguf el valor de x, se ve que la curva es plana, quedando
detinida por

x-ysz=0
1

Tagina 197
www.FreeLibros.me



(stotemss Linestes de Bcusciones

[[Sxsvmms Lomaies x Bcuaconss DrvamawciauEs |

Resolucién por eliminacién de incégnitas

Comenzanos con un bloque de ejercicios de sistemas lineales (homogéneos
© completos, de dos o tres incégnitas, de primer o sequndo orden) para
cuya resolucién usaremos las técnicas de eliminacién de incégnitas, que
reduciran el sistena a una ecuacién lineal de orden superior (igual al
nirero de incognitas si el sistema es de primer orden, o su doble si el
sistena es de orden dos) en alguna de las funciones incégnitas. Una vez

cuadraturas. A veces, pueden usarse sistemas equivalentes mediante wna o
varias incognitas auxiliares, sin necesidad de elevar hasta el maximo
los Grdenes.

020 2ategear o1 stetems Lioeel Bomogéase
ax -3y ¥ edxay,
s1eado u 1a varieble todepusdivate.

a) Eliminacién de la incégnita y
Dexivando L prinera Scuacin, sale

s sy
Saaid 1a sy soucili o
X -3 (Bxey) =x -9x-3y.
por su vx)ox despejado en la primera ecuacién, queda
Getinitivancate Crininada ssta verismte, quedancy
R e G ek 3 w20k = 0,

b) Resolucién en 1a ncsgaita x
F o254 10=0er=1234%x=e (Acosduw +Bsenc ).
©) Resolucién en y
Pueato que 3 y = x - x', derivando la solucién de x y operando, sale
y =¥ (Aseni3 w - B cosd w).

02) Integrar el sistema linesl de piimer orden con dos incégnitas
Yoy axeyeu
(Demtdovich, 3083).

) Sistema equivalente
Sumando y restando entre sf las dos ecuaciones, tenemos
wem: -2 genan
- -
s un sistema en las incégnitas y + X, y - X.
2 ‘Resolucion del meve sistena
Cada ecuaci6n puede resolverse por sf sola, llegando a

[T
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(sistomns Lieates do Ecuactones

[y s x=n e - w2 - s
y - x = u’/z 4B
slimmsoiclieioe fus nesmita
s o s Someatoes: Hasion s

x - e
0

W
yecems T 20, p

donde C = A/2, D = B/2 + 1/

tesa 1ineal homogéneo
- 2xay.y mxedy-z zo=-x ‘3
por eliminacién de incégnitas, siendo u la variable independiente.

03) Integrar el s

) Eliminacién de las incégnitas y, z
De la primera ecuacién sale

Destvando o igulando » 13 e R Ag—
v Mexidyozexidod-oam e

Derbailo o iguidando o ;. mm. ec\laci&n. q'u-da
Sx - -x+2y+3z=

S o T Ve it Sk
x0'r -8 x4 22 X0 - 20 %
b) Resolucién de la incégnita x
Verifica una ecuacién ea de tercer orden y coeficientes

ci6n lineal homogén
comstantes, con scuscitn carscterictics
Brs22r-20=09r=2r=3ti
su solucion gerwn) sexs
2 4 o (B cos u + C sen u)

o) Resolucion de 1a incogmita ¥
Derivando en x es

X' =2 R e 4 el (3840 cosu+ (3C-B) senu) »

Symx -2xe

AL R L]
& Ranctucisa da 1a duckmis
Lviendo a derivar en x es
= 4R e 4 el (BB 460 cosu+ (-6B+8C) senu) »
wzex e 5 x
2z At s e (28 -C cosus B+ 20 senu)

45 Banedtn cxmnedl ok ikt
oy .

(Becman, 4333

a) Eliminacion de la incégnita
Berivanda dos vecss 4n 1 prissra seuscita’y aiisdsiia

qunda, queda

[y
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(sistenas Linesles do Eouscionss Diferesciales)
X0 x e 0L
) Resolucién de la incognita x
Puesto que
Hole@@on e =0,
se tiene

x Bew s Ceosu+ D senu.
©) Resolucién de 1a incgns
ando dos veces la solucién de x, queda

yex' =Ae+Bev-Cocosu-Dsenu

05) Integrar el siguiente

stema de segundo orden, con dos incégnitas
5 4y +2x x4 com
3x 4y =8

Eliminacién de la incognit
Derivando 1a segunda

u.cm abtenencs esta s,

x =8 cosu-8usenuy,

A T3 Pokaaed, e A s bt e X
X'+ x-4usenu- 2cosu.

b) Resolucién de la incognita

La solucion gencral de su homogénca asociada es

s+ B sen u
Probanos una solucién particular

g(u) = M % cos u + N u?senu s Pucosu+Qusenus

“Q=0, M=-1%g) = - u cos u.
La solucton gonerad sexd

%= (A - %) cosu+Bsenu
©) Resoluci6n de la incognita
De la aa

v
ecuacion del sistena sale directamente
cosu+ 6ucosu+3 (A-ud) senu-3Bcosun

(4u-38) cosus3 (A-ul) senu

7% Smpucabure. e 300 graten
pertectanente cuya agua
do

unerge

otl tatotainente o 10 srados
prijstin g

de medio minuto. (pusg Adss, Leceién 17,

Celentemtense el un. Celeulte las cemperetures ds mo ¥ ocra a1 babe
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e sevscionss piterencistes)

a) Planteaniento
sen 30 Rk SempUrASIcd WAL GG e ) Ta 0ul dyin. i Gempesiiisig
canbiarén a lo largo del tiempo en forma proporcional a la diferencia de
ToE, mimas, Com” Ik da1 arpod alsmibeyy ¥ 1o dal g’ mumectl]
tendrenos unas constantes positivas a y b de manera que

x' = -a (x - y)

v = b -y
Lo resolucién de este sistems sportard dos constantes arbitrariss. Le
tas, junto a las dos de proporcionalidad, se determinardn por los cuatro
daten e bay on o snangiago,
) Introfuceicn de wa incognits suxiliar

lugar de eliminar una incégnita, resulta mis simple introducir la

incégnita auxiliar

T ——"
Woe@e Bl s s aeb) wusC el

Puesto que u(0) = x(0) - y(0) = 100 - 10 = %0, sale

©) Resoluci6n de la incognita x
La prinera ecuacién se queda en

X e cau 90 a @O s xw oD it A
b
Aplicando que x(0) = 100, sale
10a+100b
10084 200bs%as (asb) Ashe 2,

08 e, 10242000
T avn
@ Resolucion de 1a inctgmit

regmiaee g miees imiwpmitdi; #ino! que baste: cou dapeesia e ik
Dot swattns

x+ax s 1084200
Torr NP e Hrri0R
2§ a4 +b
o citeuio de das mm..m o pzwpor:ionahdad
eponiendo 1a condicién x - =, sale

Rt b A
PRPRIPRNY . L.l 1o cuads

216
50 = 60 ey 402 b = a2

§ ekt a8 s soticiaue

Estos calculos permit: cribir las soluciones bajo la forna

1e
x = 40 4 60 ()
s
1e
y = 40 - 30 )
3

9) Resultado final
Poniendo t = 1/2, queda
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x(/2) - 10 (4 + {8
vam - s e - 19

tivas H y K. Las reas de sus bases v
> K

stante.
dependenci: o vl e R o
reciplente. ¢Cundo se igualan éatas? (Bemsn. 4247)

a) Planteaniento
Sean x(t), y(t) las funciones incégnitas. Los voltmenes, también
variables, seran

V(E) = A x(t), W(E) = B y(E)
o ipStunta basie g bradsion @ e Jas Sexivadin 0b wetow voltmu
zespecto del tiemo, son proporcionsies, med < posiciva
T Ta alteaneia xi) T i) domn 4l prinar ves piesds sginy habed
Sie nfecaeie i signs Mrow’s 1n coiemte X e 1a. derieads. de v
propio volumen. Esto nos conduce al sistema

(A x = -k (x - y)
By =+k (x-y

b) Eliminacién de la incégnita

Dividiendo anbas ecuaciones y dupejandc ', se obtiene

W e,
Derivando la primera ecuacién y sustituyendo este valor, sale
Ax
AX - kx 4Ky = kx -k s
B

SAB X = -k (A+B) X
©) Resolucion de la incognita x
Ast, x verifica una ecuacién lineal homogénea de orden dos y coeficien-
tes constantes. Su solucién es
AsB
AB
son constantes arbitrarias de integracién
& Fonmrusion de 35 Tascamire y
Si esta expresién y la obtenida al derivarla, se llevan a la primera
ecuacién del sistena, podemos despejar y, obteniendo
As+B

x=C4DE(- K

o,

A
yec-poEmex

o

©) Determinacitn de las ccnuunul s kegeacida
imponient

Las constantes se determinan ahora imponiendo que para t = 0 las alturas
coinciden con las inicinles, saliends
HA+KB B -x
gt T g PR
Aes A+
Tagina 077
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4o Beuacionss Difersnciales)

£) Solucién del sistema
L1 stos valore

a las soluciones generales, resultan las parti-
culares pedida

HA+KB _H-X AsB

X6 = ——— 48 Bxp(- k —— t),
AeB Aen X
HA+KB H-X AsB

vl s ———— - a Bxp(- k —— t).
A+B A+ Y

Obsérvese que el primer sumando, comin a ambas soluciones y constante,
10!

s ia aritodtica ponderada de las alturas iniciales mediante

aices iguales a la e los cilindros, 1a cusl resulta ser la al-
ura que tendrfa una sola vasija si como base tuviese la suma de las dos
bases dadas. Serd un valor infernedio a ambas alturas, al cual debieran
tender una y otra a el proceso de trasva icanente, las
sivurss 5o e igulims wm uiugh tracuso Haito de t n
embargo, . para tiempos suficientemente grandes,

b 1os segundo: o8,
Tienioa' a wmulecea 3o PoF faate, smbme altoras, Somo 7a bemos eberite;
tienden a igualarse en el valor de la media aritmética sefialada.

08) Un punto material X de masa m es atrafdo por un centro O con una
faarta proporciceal & 1a dlatancis g 106 separa. EL

Lnicia e e punte I, & discancis & del centeo, con wa velolded
inicial V, perpendicular al segmento OI. Determinar la trayectoria del
puato X. (besidovicn, 3052

a) Planteanento

Pongamos el centro en el origen de coordenadas y el punto I en la
semirrecta positiva del eje de abscisas. Bntonces, las condiciones
iniciales son

%(0) = a, y(0) = 0, x'(0) = 0, y'(0) = V.
La fuerza que actda sobre X = (x,y) serd
x

PO = -k

S kX (kx - kY.
i
Por tanto, la ley de Newton nos da lugar al sistema

s wokx fxr v xa0
b

x
onde 0 = -
v - kvl s gan =

b) solucion
Evidentemente, la solucién general del sistena es

x =Acoswt) + Boenwt)  [x' =0 (- A senw t) + B costo t))
y = ccoswt) +Dsentw t) P |y’ = w (- C senw t) + D cosw 1)

Tppsatueds Jax contiotonus: Suitnios, wspics
o B.V=0Da

x = acos(w ) 4oy v v"‘
* 1y - b senw &)’ i S
4) Trayactoria e interpretacién

Elininando la variable t, queda que la trayectoria seguida por X es la
elipse

Toagina 20
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2 g
Z.L.a
2
que sus coordenadas
SEertia scbre o1 sevpective semlefa un sovintento sratalcs simpie

09) Dos globos de masa m los extremos de un mielle eldstico do

e dewpreciabie ¥ lsgltl . Sers s weisas Jagts siemssss wa

iomgioea loca en posicion vertical. Ea ant
gy paza 1a meatda o &

vecto. Sabieats e

T oot hee B iier e dey et eoviniosto a- eabes siies

a) Planteamiento
Tomemos  cono

origen para la medida de distancias la posicién en el
e a distancia

abo
origen del globo inferior. Las condiciones iniciales de nuestro proviena
Y(0) = M, x'(0) = 0, y'(0) = 0.
FoE GRS 2005, e, ROLL SRR bR GRS B Tk WAEEE, B &
mxt wmg ek y-x-1)
my' =mg -k y-x-1

donde g es la constante de la gravedad y k la constante de elasticidad
201 meciie. Dontends

el sistema se escribe como

w
X agr s (v -x -1
2

o
v eg-— (y-x-1)
2
de donde obtenemos, al restar miembro a miembro, que

e e r o et b
bertvando sate
D
« toontento 1as"ondhetores eteieion Lomaios S
IR TR R C OIS STEPN
N

Trazime o0
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CosUT) = 0B BT 0 .
2 2
Llevado el valor de y - x a cada una de las ecuaciones del sistema,
tenenos

R I A e R

@

2
S b s [r st S M- n e v
3 B

1 1
x = -gti-- (-1 coswe) PR
2 2
1 1
y=-gtie= (-1 coswE) 4QE S
2 2

Inponiendo las condiciones iniciales, es

x' (0 =0-¢
v (0 =00

1 1
X(0) = 0= - - (M-L 4R [R=- (-1
2 2

1 1
VO =Ma 4= (M- eS [S== (1)
2 2

Entonces,
T, ne
x-S @ - co T - n)
i, ne
v e L cos T )
10 T euho, fliage perpendiculammente s um eje. gize wn tormo a1 miem

zaniento
moviniente da cads uao de s310s Fespesto el tube. (erasns 4340}

a) Planteaniento
Sean x(t) e y(t) las distancias al eje de cada uno de los globos. El
novinianto de roracién da lugar & una aceleracien centrifuse de valor

Trigtes T051
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8,
donde § es la velocidad angular (constante) y r la distancia al eje.
Esta provoca la presencia de una fuerza que aleja a cada globo del eje ¥
cuyos valores respectivos serdn
x 8 q
Por otra parte, sobre cada globo actia s fusrza de atraceion dirigida
hacia el centro de gravedad del sistena y directamente proporcional,
segin 1a constante k, a la longitud extendida, o sea, proporcional a
y - x - L.
Eatas consideraciones nos permiten plantear ol sistema
px' spx @k ly-x-1
gy -ay®-xy-x-u
b) Introduccién de una incgnita auciliar
siendo
pxsay
p+a
1a posicién instanténea del centro de gravedad del sistena, al sunar las
de

dos ecuacions istema, resulta que la incognita z verifica la
ecuacion

gz,
cuya solucién es

B % o o8t - 5B oSt
Puesto que el sistena partfa con velocidad nula respecto del tubo,
podemos poner z'(0) = 0. Este dato junto al z(0) = d ofrecido por el
Somnc{ado) od et ci o tasar
“8A-SBeA=Bad2s
sz=dcnEt).
©) Resoluci6n de la incégnita x
i de la ecuacién de z despejamos y para llevar su valor a la primera
ecuaci6n del sistema, ésta solamente contendrd a la incégnita x:
K(+q -pa® .
gy B St wee

L
ch(8 ©) - k -.

pa
Se trata de una ecvacién lineal de coeficientes constantes y término
indepenciante vazishle. eowpersito los valores madsicos de loa'catos,
se comprueba que el coeficiente de X es un nimero positivo, lo que nos
permite escribirlo como -
k(e+a -pas
4
pa
¥ 1a ecuacién cobra, entonces, el aspecto
¥
X+ qix=d (8247 ch (BE) - k-
®
Homogénea asociada
Maite 1a'sotucion seneces
- C cos(z t) + D sen(y t).
c2) Solucién p.mu.m
Probanos una del
1 Weni ©) s A ¢ ¢ P
9'(t) = M sh(BE) + & N ch(8 t),
g'7(6) = 83 M Ch(S €) + 8 N sh(B T),
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que 1levada a la ecuacién completa da
£ MCh(E ) + B2 Nh(BE) + P MCh(B ) + 72 Nh(BE) + 922 =

“d (847 B k-

»

L
AMad N-0,P--k—0

P

sgle) mdchE ) -k

o2 peruston gunral
4 1a scluifn quaral pere La posiolén % del. prisiar globs y
st bl oo

X = Cconly ©) 4D sen(s t) + d ch(S ©) - k ——,

a
Ledsu s vyssan B e auies
Determinactén

e 1 atant tteg:
MR Foemerrveion b bl il o
P x(0) + g y(0)

anz0) = Ly -0 -1,
Peq
¥ resulta
L
x(0) = d 3
Peq
Esta condici6n, junto a la x'(0) = 0, nos da
kL an kLg
e, .
pe? PO pa @)
Por tanto, queda
k L 82
Xed Bt s — " coaly )
-,z 8%+ 2%

2 Rescta 12 e
oo i e A

®+z-px

yo 2T ETRE

q
Sustituyendo y operando, queda

kL
y=dch@e) -

—EEF s ek
a8+

ar

©) Resultado final
Recuperando 10s valores numéricos de los datos (y cambiando el valor de

la constante de elasticidad k de newtons
centimetro), se llega a

por centimetro en dinas por

300 - 6 cos(14 t)
x(c) = 20 ch(2 £) - ——————

Y]
200 - 4 cos (14 t)
y(t) =10 chiz ey » 22T
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11) B movimtento de un electrén de masa m y carga q en un campo elec-
tromagnético constante de intensidades de campo respectivas B y H viene
dado por las ecuacione:

mx+Eqy -2q
my -max -0
Determinar su trayectoria sabiendo que
x(0) = x7(0) = 0
[y =y =0
(Puts adan, Leceen 17, 20)
2 Eltaimcion de 1a incsonis

Lrand a pegunda svsteicn £ n=vm a1 resultado el valor despejado
a1 primrs, qeda 1a

L e s s 1S et
) Rasclucien da 1a tnctguic
Fucsto que verifica una scuacién lineal completa de tercer orden y
coutigiemten censtantes; I tazesos o coes patots

bl) las raices de cuacién caracterictica de la homogénea
asociada son

0,04, -ui

de forma que 6sta admite la soluci6n general
-R+Bcoswt+Coenot.
b2) La presencia en esta solucién de un sunando constante, al igual
que 1o es el témino independiente de la ecuacién lineal completa, nos
sugiere probar una solucién particular

E B
SUE) =Mt e gi(E) =M, g (E) =gt (E) = 0w Mo ge) =

b3) La solucién general de la ecuacién en y serd, por tanto,
yeA+BcosutsCoenwts-t
0
De ella obtenemos, por derivacién,

v --wBsenwtsuCcosLt s

1o que nos conduc

al tmponer las ndiciones y(0) = y'(0) = 0, a
E
A+B=0, Cu-—

X
Volviendo a derivar y utilizando la segunda ecuacién del sistema, se
tiene

Y =-wBcosut-wiCsenuta
W@Bcomwt-muC

sHg &
e imponiendo que x'(0) = 0, queda B = 0. Entonces, también es A = 0,
quedando

E E
ye-—senuts-
Yl "

adensa de que
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B E
Hgx =-mo_semuwteHGX=-m_cosuteD,

donde 1a nueva constante de integracién D se determina por la condicién
x(0) = 0, saliendo

Detinitivanente, 1a solucitn sers
x =R (1 - cos @ E Bq
e R

La trayectoria oo uma cicloide. 1 movimiento, pues, serd peri6dico y el

Cienpo T que tarda el electrn en recorrer cads lazo (perfodo) serd
2

2.2t

- B operador D

o sabido quo el opurador D de derivacién, dabido 4 mu Lineslidad, puede
manipularse algebraicanente como

conviniendo en que sus posible
derivacién. En los sistemas lineales (de primer orden) permite obtener
1s ecuscitn diserencial itas de una
enatica y simple, tal como veremos en los siguientes

Sercicion.

12) Expresar la solucién general del sistema lineal homogéneo
x ~ax-by
v =bxsay

donde b # 0, en funcién de x(0) e y(0).

a) Escritura con el operador D. Determinante
EL sistena se escribe como
[+ @-a) x+by=0
“bx+(-ax=0
E1 determinante de la matriz de coeficientes es
BeDi-2aneetent
b) Resolucién de la incégnit:
Haclendo que A actée scbre %, queda 1a cuacitn
X' -2ax 4 (a? e b} x=0,
cuya ecuacién caracterictica cusple
o2are (aleb? =0 ati
La solucién general para esta incégnita se presenta en e
% (A cosb u + B sentb w),
Y (@A +bB) cosbw + (aB-bA sendw).
) Resolusién de 1a incéanita y
evados estos valores a la primera ecuacién del sistena, podemos
s et t % o

o1
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o scusciones piterencistes)

y = et % (- B costb w + A sentb w)
) Condiciones iniciales
Inponiendo las condiciones iniciales, tenemos

x = m (x(0) cosb w - y(©) sendb w)
X(O = A y(0) = - B2y .o (y0) costb w + x(0) senib w)

13) Integrar el sistema lineal completo

x cax-2y+e
y = 6x -3y e

) Bscritura con el operador D. Determinante
Bscrito el sistema completo en la forma

®-axs2y -
x4 (De3)y=en
el deterninante de la matriz de coeficientes resulta
a-pi-D
) Resolucién en x
ax=|® 2l pemes-zenvs
o Di3

1) 1a homogénea aseciada adnise 1a solucién eneral
20 Probanos uaa solucita particular paca 1a conpleta del tipo
) - s e a g (a) - M Mot N
RIS A A P
g - e et
3 1a sotucitn Bty o euketin e et
CAsBestue. e

©) Resolucién en y
Derivando la primera ecuacién, eliminamos y' entre su resultado y la
segunda ecuacion:

Ceax -2y se-ax -2 (6x-3yeen) seia

2x-ets2evaby.
Derivando x dos veces y sustituyendo, sale
2y-4As3Bet+12uet -3 e -5 e,

14 ntegrer o1 sistems 1toesl
Tx ey +2x=30,x 43y +y=0.
a) Bscritura con el operador D. Determinante
Dtilizando el operador D podemos escribirlo como
(7D+2) x+Dy=30,Dx+(3D+1) y=o.
E1 deterninante de la matriz de coeficientes es
B-20D+13D42
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a0 scunciones

b) Resolucién en x

eax s2xa 200 )L +30 =30 =
Ax-20x +13 2 2 | = 3D 3043030
13 1 s
0*72

La solucién general de esta ecuacién es
et/ 4 B R/ 4 s,

©) Resolucién en y:

Derivando, sale

28 s,

xR
Eliminando en el sistema y’, podemos despejar
Y=20x +6%x-90=
S - SAetd -8B e/ 6 R 4 6B eIy 50 - 50 =
SAet/ - 2p e,

15) Tntegrar el sistema linsal homogéneo

o x4 2 Uz =0
.m:),u‘ =0
2x o . @) a0

a)Deterninante de la matriz de coeficientes
AeD-2D-D+2.

b) Resolucién de la incégnita x

Puesto que

ax Saw -
resolvenos la ecuacién algebraica
Peariorsze(rel) (-1 (£-2) =0,

s2x-0,

y resulta
xeRelsBets Co,
Sus derivadas seran
X = -ReViBets2Cen
X e he et Cen
© Resoluctén de 1a tncsgnita v
prinera ecuacion e despes
4z -3y =6 x s,
Derivando y luuLiL\ly:ndc ¥’ v 2’ segin sus valores en la sequnda y
cascaxs saacica,
u ek -ty 70z -iax-syen
S a0 x-2y+%z=6x +x
Sa0x s 6x e x

De estas dos ecuaciones algebraicas en las variables y,z eliminamos la
sequnda para obtener
0y =2x+5x - 7% = -10Ae - 16 C oM s
s
sys-gAev- e
H

) Resolucién de 1a incégnit:
B o1 sietess algebeaios de amtes sliminimce ¥ para cbteser

Tragies T
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cusciones Diterencisles)

402 -18xs 5% - 3% = 10A eV s 208 et 16 C e

1 2
sze-Revi-Bevs-cem
i 2 5

1] sakeqmar. oL tafims Uauid ccmpletd de e Sxotiatan

pheesi Ay
Fiax=o0.

a) Escritura con el operador D. Determinante
Escrito el sistena en la forma

e) x+2y+ez =3

s x +Dze0
1a matriz de :u:ﬂ:im{n tiene como determinante
D 44D -4D-16
5 e A e
3 21
BAx=DPx+4Dix-4Dx-16x=senub-2| =D?3-2Dsenus
R
1) La homogénea asociada tiene la ecuacién caracterictica
B eari-4r-16e(r-2) (re2) (£e4) =0,
con 1o cual su solucién gmaesel el
¥ 4 B o
R TR s :. mu
@ = Momuey

PR

w
@ (20 M - 5N coa s (SN - 20 M) senuen-2econua
s
220 Me5N=2, SM-20Na0aMa— Nu—as
85 85
Boosusz

=85

- gt =
3) La solucién general sers
8.cos u+ 2 senu
xaReMsBem,cot, oL TIIRE

s
Junto a ella anotenos sus derivadas:

2 cos u - 8 sen u
X =2 AeM 2B - gcet, on t BEAY
s
8 cosu+2senu
X' a4ReMLaBe s lgoat . o D 2OME
s
©) Resolucién en la incognita z
De 1a primera ecuacién del sistena sale

2ysz=3-ax-x.
Derivando y sustituyendo los valores de y’, z' de las otras ecuaciones,

Traaina 312)
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a0 scuactones

8
ze-2RneMs2Be s cet s

@) Resolucién en la incognita
Do 1a prinera scuacica del sistems sale
2y+

3
Sye-2AeM-2Ben . Scew, oComuIOBAY 3
2 2

3.- Resolucién matricial

la manera natursl de estudier y sesoiver los sistenss lneales de priver
que embargo,

orden s de uetiizar téenioes macricieles. Sin
oo ia as elemsncal o ounto mecesica da clertos
Tnstrunentos, tanto del Aviliste com - Nigebra, que e salen ds

naterise tabitualuente impartidss en wn primer curso wiversitsrio %
Matematicas Aplicadas. Tk o leceerss imteiaon,
ool e o Iateridos o ststemss

lineales de primer orden, cuyo sistema éneo asociado sea de
costicientes Conatantes, precediéedolos d m Breve repass TeHico:

3.- 1: ste 11ne
a) Escritura matricial
Un sistema de este tipo se presenta en la forma

X = MX, donde M = ."."“'.’"‘x- =,
o 5 o

s decir, M es una matriz mumérica de tipo (n,n), siendo n el nimero de
inciones 1nGOgLtAB %,k .-.rhw representadis, 81 igual que sus

o5 homogéneos de cosficients

matrices columa X y X', respectivamente ).

por 1
general
En los tratados de Anslisis(¥, se obtiene como solucién general del
sistera
X« Explu M) B,
donde
s
ww = .
e L5
©s una serie convergente para todo valor real de u, mientras que
() pesto que M pusde considerarse como la matris de un  endomortisss

lioeal f del empacio carcestaro R®, expresado rempecto e la  bume
a Dagems, wn tlengusde gecedtricor, que

(3 ver, por egemplo, “Calculus, Volumen 2

a0 Ton M. Apoutol
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a]  [ao
©

oo ™| =
n|  |xt0

St o b a8 ieaitae s the
©) Cilculo de la matriz B

s difioicad se presente 1 "talcutar 1a matriz Explu W, por 1o qu
indicarenos varios pasos que van reduciendo progresivamente el calculo:

matriz regular tal
JepiMPen=PIRY,
se comprueba que
W =P Bpud) B
quedando el problema reducido a calcular Bxp(u 7).
2) Ahora bien, la matriz J, cuya existencia y obtencién puede verse
en los libros de Algebra¥), estd formada por cajas KK, ...,K, (donde
8 5n), situadas en torno a la diagonal, es decir, con un aspecto

siendo A; alguno de los autovalores (real o complejo) de la matriz M. La
siguiente reduccién se logra al probar que
Exp(u K,)

Bxp(u Ky)
Bxp(u 3) = |l

3) Descomponiendo, ahora, cada caja

1. waitsey.

Tt
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(siatonas Lin

como suna de una matriz diagonal Dy = A I (siendo I la matriz unidad
correspondiente a la dimensién de la caja) con una matriz nilpotente Ny,
se comprueba que estos sumandos conmutan entre s1, lo que Demlte tener
Expu K)) = Explu Dy + u Ny) = Exp(u D) Explu N,
4) Para la matriz diagonal se prueba que

M0 o o

o Mo, ]
Bxp(u D)) = Bxplhy u D) = &M 1o A

o 0 0. o

o 0 0. MY

mientras que Exp(u N, se puede calcular directamente, mediante la
corrempendiente sarie; puat dete n resliced es we s ginice ya qua

Ny nilpotente, sus potencias a partir de un cierto lugar serén
todas nul

3.- 21 ststemas inand
Para un s

completos

ey w)
2 (u)
X' =M X+ Clu), donde Clu) = "
calu)
to prusta s 1u scliitn gunerl o8 sume general de su sistena
sttty e A v
rd hacerse practicando la idea del
conocido método de variacién de constantes (de Lagrange) .

17) Tatagral general del sistems linesl
FERE R TR

a) Escritura matricial

] e ]

g2 -1
3 g4
1a matriz es diagonalizable y su matriz en forma diagonal es

det.(€1-m) = g -6Ee5a(E-1) (E-5),

©) Obtenci6n de una base de autovectores y de la matriz de cambio
esto que

Tragina 2151
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] -wef]eeesne

-
el vector v, = (1,-1) puede servimos como base de la recta de
autovectores asociados al autovalor & = 1. Andlogamente, de

A o

s} -ux [ eraenan,
aniiis o aiine vy HST comafiin B4 S rcha i ibeciirs
pondientes a £ -
B Te oaee fopes) o1 endonoxtiano ¢ asociado a1 sistena so zepresenca
Por la matriz dlagonal J. Siendo P la matriz para obtener las
Coordenadas en 1a base canénica [4,3) 3 pirclr de 1as coordanadas en 1
nucva base, sus co exdn v,, v, de manera que se llega a que

-pl oM. 1, conpa |23 wptac |}
.,[_x]g ‘[,,.

3|
) Soluci6n del sistema

Entonces, 1a solucin general es

1fs L[

B

ol ;]x[::w]x - [on]-B- [,::::::’:,u]

hemos puest.

].Wum[] [23]-meni]

1], [d . [

bl ERE IRl I Il 1Y

como matriz de constantes arbitrarias. Escritas en forna escalar las

soluctones son
x= Aevs Bew
y = Aet43Ben

10) mmtegral gmeral del statams 1inis1 Bomogéaso
mexeSy ¥y e-xedy.

e o [
R—. -
LB

a) Escritura matricial

c.: &

det. (€1 -M) = £ -2842=(6-1%+1=02

- t4,
1a matriz es diagonalizable y su matriz en forma diagonal

Tragh:
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14 0

g. A

©) Obtencién de una base de autovectores y de la matriz de cambio

s
o [ f o< v wnrnme

correspondientes a § = 1-i.
e Lt By o, gt
canénica (1,3) a ésta, se tendrs

- . 2-1 241] | oo o2 [ 1 2-24]

R H i3] o 122 < f] -
Sy B A B - B

2-1) ety @epetvs] 11120 [
P Prr g et L Y

1 [aeaneson s oanenin  sienein s sietens ||
2 §elu L § o0y (1-28)etebu 4 (1028)et-41u|¥|D)
| tcos u - 2 sen w 5 e senu e .

- et senu ev (Tos u + 2 sen u) b

et (Ccosu+ (5D -20C) senu
€% (D cosu+ (20 - C) senu
soluci6n que, escrita en forma escalar, aparece como
x = e% [Ccos u + (5D -2C) senul
y =" Dcosu+ (2D - C) senul
aae S%(0) 5,0 =00,

e mei w e s m
eoperanza de que  tinalmente

permitido operar con facilidad PR
regrosariance a1 "mindo de 1
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19) Iatagead geaesel Gel sistems Linsal bomognes
3y ¥y e3x-2y.

]

b) Forna cansnica de la matriz
Puesto que

m.xsxrm-|‘;‘“ @ -2641-0s(6- 02

1a matriz adnite un autovalor real doble. Puesto que

ux [ easpao,

b| o)
solanente hay una recta de autovectores, en la que tomaremos un vector
base v, = (1,-1). Esto nos indica que la matriz no es diagonalizable y
e Qabason Gl Biohr 0 Coma Wprogiads de Jopdae. Bactands cperecicnes
clementales con la matriz caracteristica, tenemos la e
equivalencias

1 €42 1 &2
e-4 & -
UJ{NJk‘][_.nﬁm
-
o] e
0 (E-1)? o (€-1)2]"

de la que conclufmos que los factores invariantes son 1, (§-1)%, y el
Gnico divisor elemental es (€-1)3. Por tanto, la forna cantmica es

1 1]
a2l
©) Obtencisn de l1a matriz de cambio

Al autovector v, = (1,-1), hay que aadir otro vector v, = (a,b) para
obtener la base en la que el endomorfisno f se represente por J.
Batonces,

T
w“mhﬁmyuwﬁ44¢h*
s
T e ST IS0 i,

MM 1, conpa |t 0 apra [t O
PRSP ) IO

o solucien cal sistess
nconces, 1a solucin general es

o e B

Ahora bien, para el sunando nilpotente de la matriz canénica se tiene

Tragina 2107
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T T DTe——r)
i

frab- st
BB B9
] - e A B

Lerscinwe fxacrscimwe
-3csmwe| |y-0-30cemwe

Por tanto,

20 Tn punto mterisi se encuentrs en el origen de coordemadss sl
sommsens a matiz o1 e, Detach 1eye onto
iyt ool gusircryms

sabiendo que rdenadas
bogprm ooz gl
x = x +2y s+t
v m2x sy st

b) Forma canénica de la matriz

Puesto que
g €r-m = S22l 26360 €0
4 "2 &1 2
1a matriz es diagonalizable y su matriz en forna diagonal es
10
3|39

©) Obtencién de una base de autovectores
Puesto que

.[;].“[;]u..».a.

1) es base de 1la recta de autovectores

el vector v, a
et n, & oet; WsTosmente; 06

Tragien 75
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e eeeee

e 1 £ o 4 0 s
o e

e i it RS
R e it

- 1 = e
GopiMpem-rart enen | herta (i)

&) solucién el éneo asociado
Ta sotucion general o8

[ﬂ'[}i]x[‘; .‘;‘].:[; ;][‘i]
1l [
SRR

donde nenos puesto

2 0un sotucit pacsioutar 4l sistems oo
Planteancs 1a. b e reracita O1e) mediante o1 métods de
Lagrang

o - |20 e s e
AlD) et 4 B(D) e

cew-[rng] - [r e
IR O sl B
soreels fle e rl i

heo
,u‘,!r.n'{r-o . ses1s
0

e (T LR

113t
a2

£) solucitn genersl del sistens comlet

Se obeiens 2 homogénes sesctado con 1a solucién particular
encontrada
W [aetened] 2]
R PR I CER
Taaion 7207
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et
niendo que x(0) = y(0) = 0, sale
1

1 1
0«A+B-Z, 0=-R+B--2A=0 Bezn
5 B 5

1
xeymZ (@t -3t-1).
5

5 Tocerpretsci
i T sty RS WSS

X ey = (@1,

10 que conclufmos es que el punto recorre la recta y = x, haciéndolo con
una velocidad escalar igual a

(e - 1)

1) atagrel gusersd do) sistemm Lisenl moulnso

x By-2z
¥y ox- yesz
Ta-x-4yse oz
a) Eecritura matricial
' ] 2
y'| = M x [y|, stendom = |1-1 4l
i = -1 -

b) Forma cantnica de la matriz
E1 polinomio caracterfatico cumple

g2 -s
det (€1 - M) = [-1 &1
1

E(E-28+5 =00

&3]

€0, E=1424, €§=1-24,
por 1o que la matriz M serd diagonalizable (en el campo complejo) con
matriz semejante a 1
o128 o |
o 0121
58 5o quseecs operer con umeroe comledos,  lugr de esta macris
tomarenos como forma candnica la matriz real

o) Gbnncten O 10 mitide da caato
1) Siendo nulo un autovalor, buscaremos un vector v = (a,b,c) del
Ricles el andonortiame asociade £:

a]
“Mx|p|wa=-3b cabav, = (3,1, 1)
|
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2) Ahora buscamos un par de vectores v, = (a,b,c), vy = (%,8,7)
tales que
£ = v n 2, E) w2V v e

a-48-27

Tomando, por ejenplo, & = 0, 7 = -1, sale
va= (2,71,51), vy = (2,0,-1)

Estos tres vectores fornan la base en la' que el endomorfismo se

reperesenta por la matriz J. Tomados como columnas dan la inversa de la

matriz del canbio de base. Es decir,

3 2 2 102
JepiMPenm=PIPd conp=|1-1 of wpta|ao1af
a1 01

o solucten gumeral
nctquence previessce o) chloddo da 1a egoamcial corrapmdtents &

una caja ot tipo

S P JRSTVRN (¥ |
P P .
= e

i e e o,

.
-

mientras que de

9.1, a1, 17 W, 1.
deducinos que

bu  pw Bt

BpOb UL = T+—1- - . R
1 2 3t W
Bl b bu b w

S i S e . ) -

W EETRRT]

=T costbul +Lsentbu =

cos (b u) sen(b u)
-sen(b w) cos(b u)

Por tanto,

et sen(b u) e cos (b u)

I Pa
w13 |
U 3.

15 ) presentamos este procedimiento alternativo que trabaja  solamente

nineros 1o Peraomaluente  preferipos ‘pasart por o camo complefo,
donde encontrasos mayor wnidad y luz para “ver en profundidad.

[
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w13+

-6t sen(2 u) e¥ cos(z u)

La solucién del sistema homogénso serd

] ] 3]
y| - e (w0 x [8] < x BP9 x 2tk [B] <
= cf c

22 [r o o o]
=11 ofxfo e cosi2w e senzw| x [g].
1-1-1] o -t sen(z w) e cos(2 w)
Operando y poniendo
o] 2]
5| - ot x [8],
c|
queda, finalmente,
x = -3D+2 (FseB) e¥cos(2u) +2 (F-8) esen(zu
vy« D- E et cos(2 u) - F et sen(2 u)
2= D- (Fem ecos2w - (F-B) etsen(zw

22) Solucién general del ststema lineal homogéneo

a) Escritura matricial

B 322
=ux|y|, stendoma 432
2 s 2 1)
a de 1

b) Forna canén: a matriz
=il
63 2 2
det (€1 -m = |6 03 2| £ - 7.5 € -3 (€412 (€3
REEIE 1

Por gt stackmale, oeriilonen; afemecilis; G S matriz
camacreriatice, se 1lega
€x-weloen o i
o 0 (&) (€3
de manera que los divisores clementales son £+1, €1, €-3, y la matriz
canénica es la

) Obtencién de 1a matriz de cambio

Tragina 223
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Plano vectorial, tomamos dos vectores independientes, por
Sewtto, 5, T 0021, v = (G111, asoctados a1 ot gl

desucince qus bay woh secta de sutovactores perk el sutovaler €
la cual podemos por ejemplo, el vector v; = (1,1,1). De esta
forma, tenemos

Puesto que

101 NEEE!
JePiMPeM=PIP}, conpa| 011 apiac -2 31
211 2|2 1

) solucién general

] 10 o 1-1] [a]
y| = mp <8 = |01 xBﬂpk\ld)x- 2031 x [af -
2| 21 2 1 |c

01 few o o e [q]
11 u,.nu x eu e x [g] =
11 o em| 2eveuen| [

(2a+8) ev g en

donde como nueva matriz de constantes arbitrarias hemos puesto la

23) Buscar

tal que

%(0) = 1, y(0) = -1, 2(0) = 2.

a) Bscritura matricial

Trigiea 220
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x ] 3 -11]
y'| = mx [y|, stendom = |2 01
= z 112

b) Forna cantnica de la matriz
El polinonio caracteristico es
€31 -1
det. (€1 -M - |2 € 1] = €. €D
-1 1€
Por otra parte,
€3 1 163 -1 g3 1
gr-m-|-2&-1|nle -2 -1|=o-€niEn g1
Sl R Rl MR 3y

a

1 10 1o o
= o - me:x 21 = [o g - ms 2| = o g1 g1 €| =
o o o

0 €1 (6-2)2
10 o

=logr o |
0 o (67

quiere decir que los factores invariantes son
1 €1, (€22,

de donde se deduce 1a forna canénica

o obtancicn da 1a saceis da casbin
e
e o 2a-bsc= a =0
DR YA SE A 3
o1 vector v, = (0,1,1) st an 1a recta de avovectores asociadon a1
autovalor € = 1. Andlogamente, de

a] a] fa-bse- —
2ol =mx b ef2a-2bscm0efi?

B b=
deducinos que el vector v, = u:m sirve como base de la recta de

autovectores correpondientes a £ =
Un tercer vector v, = (a,b,c) que, Jimto & Jou don astertores, Zorme 1a

base donde el endomorfismo se represente por la matriz J, se obtiene

3 11] il v2a
tv) =v;e2ve(2 01 x(b|=frs2be
1-12] e 2¢
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a-beca
- 21~:b¢c-1~{ s
atb-o

de manera que, por ejemplo, vale v, = (1,1,1). Entonces,

011 11 o]
JepiMPeM-PIPY conPe(111[wpia]0 1f
101 141

) solucién buscada
La solucién correspondiente a las condiciones iniciales dadas es

J,,'E.é,él:::: . ;EL .
B -Bd-F BT-FY-
cwe - [ 2] B - [5e]

con 1o cual,

Finalnente, queda

X fora] [0 o -2 e aw

y| = [223] % [0 ermuen|x|3f =l 2eusemran
I s 4 2t aen
o e i

3y -y.
medinte un sistens do acuaciones equivalent

2) sistems y aseriturs matricisl
Introduciendo las incégnita

sale el sistema

cuya matriz nombraremos como M.
b) Forma canénica

it 7200
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a0 sousctones Diterencisles)

63 1 o] b oo o
crowe | e -3 ny;g.;q'esusa.;-
0 1€ o o 1 €
10 0
S O ¢ l=fe b

0 €363 -1 0 €383 (£-1)7 00 (€-1)?
De aquf sale que la matriz canénica tiene una sola caja, siendo
11 0]
a-fo1af.
001
©) Matriz de cambio
1) Buscando los autovectores de & = 1, hay que resolver

331 [a] [d]
1 00| x|b| - [p|ea-nbac
o 20| |e| |

recta y, por tanto, solamente proporcioma un vector
Daependiente, por lemplo, v, = (Li1.D)-
2) Buscamos un segundo vector v; = (a,b,¢) por la condicién
331
fy) v s v .m @a=2+c,b=l4ca
e
sy s 2,0,
55 tomanos ¢ = 0.
3) EL tercer vector v; = (a,b,c) cusplird

3 -31] [a]  [aea]
fv) mvyevy 0|1 00f x[b| < [1bfeas1ie baca
o 10
2y = (1,0,00.
De esta forma, se tiene
12 1] 00 1
JepiupeM=paPl, conpa [120|spia (o1 -1
= [100] FRRCINY
) solucion del sistema
Siendo N = Ey; + Ej el sumando nilpotente de la matriz candnica, se
tiene
Mo By W oW = =0,
con 1o cual

1
Bxplx 3) = Bplx D) (T x N+ )

2

1 x| e f22x x
sloeo|xforx[=Ffoz 2xf*
ooe| |00 2 00 2
Tragtn 7
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o] [121] efr2x 2] oo 1] [uo
.v.nn,—,,z,x o 1-1f x [vio)| =
W| 100 2 121 fwio)
o [
i
o [xtaxiz 2xioex
"7 [ ex sz @ [ x VO
o x| (MO
Recuperando las variables originales y terminando de operar, queda

o
v = O o2y (2020 4y )
v o S YO 26220 4y 0 ode20)

e
VD WO Ry (2 Y0 o)

25) Integrar el sistema lineal completo

[ =3 x .o
v = 3yex
= - 3xeuen

que ya estd escrita en forma canénita normal de Jordan
31 Solucitn gunsral del siatems

+ B;;, cuyos sumandos conmutan, y habida cuenta de que
el sumando nupnxenca tiene cuadrado nulo, obtenemos

e o ol [100]
EXp (u M) = BXp(3 u T) x BXpuEpy) = [0 o3 o x [01uf =
o o em| [°02
e 0 o B ] Aew
“lo emuen| sy - mpwm (8] - |5, cw en|
o o em| [ | cen

©) Una solucién del sistena completo

Tragina 7207
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Ao

G = (54 cu e

A+ 3m e
(B +crurcriBricy e -
(© +30 e

s ot -

300 Aem e 3Aen . e
“losi)xfeicwen| s 0 [=fearrcusc enf
003 cen u e

3ce s uen

» i ][] [
o vl < fo] o o] < (5] s Pl < [
c o e TS| e e
o [on
som = | w [
3w
) Solucin general del sistena
Gavew

o
y=— (6B+6Cu+u)
s

o
2= (6Cv 3w
s

26) Integrar el sistema lineal completo

x e 8x-y-3z4et
y - s
Fe3x-ye2z

)
5 of x|y +
12 |2

polinomio caracterfstico es
(€T - M) =€ - 15 €475 € - 125 = (€ -5)3.

con snea, Ancmatin 1o basta para tener la matriz canénica, de manera
que efectuanos o

hasta llegar a que

a) Bscritura matricial

[y'] )
N
-

B dea
Siendo M la matriz del sistema,

la matriz

Tragina 229
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10 o
gr-msfogs o |
GHE

con 1o cual los factores invariantes son
1L,§-5 (5- 8972
con divisores elementales

Rst, 1a forma cantnica es

o Matin ds cambly

De acuerdo con 1a primera caja, buscamos un vector v, = (a,b,c)
que me en el subespacio de autovectores correspondiente al autovalor
encontrado:

2] [o -1
5[ =0 s ba!-~b-3u-n~v‘-nja%
| [z

51 ponenos a =
I Ahora buscareacs dos. vectores v, = (ab,cl, vy = (@,8,7) tales
que
Evy) =5 vy £l = vy 5 v e

Sv e (L,0,1), Ve (1,-1,1),
tonando a = 1, @ = 7 = 0 (habiendo comprobado que la terna v,,v;,v es
Linealmente independiente) .
Asf 1leganos a que
11 9 1
JePiMPeM=PIPY conb= 30 1wt o
01 o 3
4) Solucién del sistena homogéneo

=514 B, Explud) - Bxp(S u D) x Bxplu Eyy) =
oo fe 0 o
i o1 ae;u\,e;...
o o.h 092 0 e
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BEL -

8 golueitn gertieutar
Dada rea de 1n mriz de términos indapendientes, odeecs plantes:
gl oo rmeiprriebacd 09

= @ es| [ol
Gl - =6t » fg auf =M [gas| + o]
nu ¥ e ve| [0
a] o] [1] o] [+
o e| =mx ||+ o » iz -mx[sf - [of &
v, W o )

B i [ o2 8] [
alg| = @-maxfof =] 0-a of x|of -
7| of [3 1] o

[;

a3 (] LA o
== |oaofxfof ==|0|samw -2
16 317 [o] 16 |3 16

£) La solucién general del sistema serd

x-em aeBecu -

y=e® 3A-0

e Bacu 2

M Resolver a1 aistems Unel complets
x,.ax, v2xe3x
X e 6% 2% - 3% - 2%
xe-3%m-x -x -2x,

a) Bscritura matricial

i 2 11 4]
x5 4230
s n,dnndeu- A230
% 3-1-1-2
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b) Forma canénica de la matriz
Para la matriz caracterfstica se tiene la siguiente cadena de
equivalencias

€2 1 1 a 162
B [
s 2 €3 2 2T e
301 162 [a 1 &

162 4 1

0 E(E-4) -(Er1) 2 o e 6 2 =
032(6:1) £ o o

3 o

e e
&1 £
1o o
o &n e o
o 2(60) Q2 en 26
Bt I £(E-4) -(E01) €262
1o 1o 0 o
. ogn 06 o
0% e g | "% e adw
0 0 -(En) -gage2| [0 0 0 E0-)
o o
lens o | fbens o
o0 &1 o |Tloo g o [
o0 o gae| [oo o gen
de 1a se concluye que los divisores elementales son

£, £, £

£, .
de manera que la matriz es diagonalizable y su matriz candnica es la

©) ontencién de 1a mariz de camblo
a ¢1 aucovalor £ = 0, basta buscar un vector
(ab,c,d) / £(v) < Fob-a ca-2a d=-as
pio s Hoaiaicais
2) Para el autovalor € = 1, se busca
A st Enfalind o S S A
> vy (1,2,-2,-1).
2 axa e autovalor € - -1, se buscan dos vectores
b/ fw s v e Tha 3 S sas
2V, = (3,0,4,-5), v = (0,3,-1,0).
En la base {v,,v;v,v,) el endomorfisno f asociado al sistema se
representa J. Siendo P la matriz que cambia de la base canénica de Rt a
€sta, se llega a

J-plMPem-RIPl,

Trazina 0
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113 0 NEEEE
2 01,0 1|22 24
conP=la24a*P 72 0 0
115 o 6 0-2-2
) Solucién general del sistema homogéneo
1 1130 [roo o] [al
%2 1201 foeo of fs
x| “ 2242 %o 0 ew o * |
x| L2250 oo o ey [
1 ezen o al AsBel+3Ce
rze o 5 As2Be 4D
22eaev-ey "¢ T |2a 28 -acen-penl
1 o-eesen o i A-Bev-sCen

e) Una solucién del sistema completo
Siendo F B o) N, dowe N es la mris de constanies, la
Soacion genceal deh siatens homoatnao, ¥ eiendo L) 1a marris
e o s ety Soncancs oa aweite
particular de la forna
Glu) = B Explu ) N
G - P T B D N ) ) .
3 Bxp(u 3) N + P Bpla ) N ()
P E(a 0 N 4 O - B B D NG + Cw »
+ P Ep(ud) N (W) = C() » N (w) = Expl-u 9 P C@) =

10 00 4-2-2 4 u

oev o0 0 111 2 2 0|

oo e 0|32 0 oaf*fof "
°

55 ol - 0-2-2| |0
PR & s
3 2evaev —en| fo| 1| wes |
2 o o e |Tfo| T2 uen
o 2e-ae| - 6u e
1| e s
- N - L [N
2| e -
See -1
1130 [roo o w
1201  foero of 1f-evwen
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£) Solucién general del sistema completo

] AsBes3ces

%2 A+2BetsDen wesusz |

ol T 2ac2men - woam en T 2wt s gl

x| SBe-sce Swadu-2
i« av1s B 3cevs w-ozu
- AezszBEvs Devs w-au
x, = 2A-4-2Be- (AC+D) eV 2w e 6y
x - A-2- Bev- scev- widu

o 50
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(51 sistoms do voicerra)

[ st o vorzaams |

01.- Introduccién

Incluimos este sistema a modo de ejemplo introductorio de la teorfa

cualitativa y sistemas diferenciales. En esencia el
enfoque de dicha teoria consiste en obtener propiedades e informacién de
las soluciones sin necesidad de resolver la ecuacién o el sistema. Su
interés se acre s cuanto nde el limitado
alcance de los mét: e resolucién elemental. El modelo que
presentamos se debe a Vito Volterra (Ancona, 186 o de

0-Roma, 1940) ,
a Frednoln y Hilbert, de la teoria de ecuaciones
integrales y del andlisis funcional, y gran propulsor de la llamada
biologfa matemitica, materia en la que se incluye el sistema que pasamos
a presentar.

02.- EL sistema de Volterra

Llanarenos sistems de Volterra al sistema diferencial

‘e Ax-Bxy
y' = cyspxy

de dos funciones incégnitas x e y con una variable independiente t,

donde

AB,C,D > 0, x(0), ¥(0) > 0.

03.- Beuacién cartesiana de la curva integral

EL sistena no admite soluci6n elemental, pero si puede hallarse una
ecuacién cartesiana de la curva (x(t),y(t)). Bn efecto, dividiendo ambas
ecuaciones se elimina el pardmetro t y queda
a ¥ ox Dx, A-By
& x A~
slnK-Clax+Dx

ay s

¥
Alny-Bys

- K ooy,

constante de integracién que se calcula con los datos

iniciales de x(0) e y(0
K = y(00A e 37(0) x(0)C eBxl0),

04.- Primeras propiedades de la curva

18 S e S U s 0 SUBRRL, W SRS,
tiekon algwe {aformcisn eibre
"2 B da snterior nepracion mosce supento dnglicitamante que ol

y puedan ser cero. Esto nos confina la o solo de los
Gitteo, cuadrances 4ol piamou. o bames. sCReSts G, Punte ateins
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(R0l amsd davel petuse culecaat; Soomla v Lacentart
Siendo, pues x > 0, ¥ > 0, el propio sistema nos permite conocer
AL e i an e STt

i <a
S Ax-Bxysx(A-By e ioeyss

N >c
SCysDxyey (oD 4y Towxz

Eoto significa que la abscisa crecers cuando la curva esté por debajo de
la horizontal y = B/A, tendrd valores extremos al atravesarla y
decrecers siempre que esté por encima. Por otra parte, la ordenada

alcanzara sus valores extremos al cortarla y decrecerd cuando esté a su
izquierda. En resunen, estas dos rectas dividen la curva en cuatro arcos
y para cada uno de ellos se tiene que

[x > D Ay > B/A » x decrece, y crece
e e

crece, y decrece

Grece, ¥ ovees

%
[
s
<
H
s

Bn los cortes con ellas, se tendrd
(x = c/> Ay > B/A » y tiene valor maxino

S mh v A s cla s Sd

tiene valor minino

R b

.

05.- Curvas auxiliares
i B B A B M s T B B s

de corte, efectivamente existen), se introducen dos nuev
Friiics’ 3 s tiisanireioh

E1 estudio de estas curvas auxiliares es inmediato:
a) Bstudio de la curva w = K
o que

Puest: 2
WI0) = v, wlom) = o,

¥ puesto que
a
o KoxCl ey kD xC e a
ax
<0six<om
= KXl 6% (:C4Dx) {=08ixaCm,
08ix>cm

In meite garts cm valorss ssattatlusmts srades curcs de % - 0
decrece Basta slowmsar w valar indao en % = 6D, ¥ areos teatindo &
pres ool
b) Bstudio de la curva z = A €
Puesto que
2(0) = 0, z(a) =0,
¥ puesto que

Tragine 161
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(51 sistems de vorterra)

a

ay

AyAle - yheda

>08iy<am
Sy"le®™ (A-By) {-0siy-=nB

la funcion w parte del origen, crece para hasta alcanzar un valor miximo
eny = A/B, y decrece tendiendo a 0 para valores grandes de y.
©) Comparacién de sus valores extremos
Usando el valor obtenido para la constante X, obtenemos que
W(E/D) S w(x(0)) = K x(0)C eBX(0) o y(0)A e BYO) = z(y(0) = z(A/B),
o= daotr, que ol velor afnien da 1a varisble vies, & su vaz, senor {gual
que el valor maximo de

06.- Bl plano de Volterra

Volterra imaginé un esquema cartesiano, donde el primer cuadrante es el
habitual del plano x-y, y en el cual habremos de ubicar nuestra curva.
XL aéquidofiodtae ttuinos poriel pelnart d ol YA Y, 16Tuaee0e
para representar la curva z = z(y).

I o1 Cureo ponence 1 prines cusdrante de wn plamo x-w, y en 61
representanos 1a curva w = w(x).

En

ol Ceroar cusdrante Atbisvesde’al jrifALAL deLiplans v om0 4 18
a que buscamos es 2, dentro de este cuadrante tal curva queda
etk it g bl s ol o

iabida cuenta de 1a relacin entre eatos extranos, 1a interseccién es 1o
vacta y coincide con el
T/ W), (earmr, s

07.- obtencién de los vértices de la curva (ver fig. 24.1)

Partiendo del origen de este segmento, trazamos una recta horizontal, de
seuasifn y « WD) Weals o1 macho opadsmte; Neats wemtrar § ia
curva w = w(x), encuentro que se realiza justamente en el punto donde se
Firuaba su fnine, es decir, en el sbaciss O/, Desds 41 Craramce la
vertical x = C/D adentrandonos en el-primer cuadrante. Por otro lado,
Sowsmor Lo witical a = WOD), hcs oL saguido ewae; hawck
cortar a la 2(y) . Como éste valor de z es menor que su maximo,
Bahzh dos Duntos de corte, los cutles Gorvespecderdn a dos ordenades Yoo
Yq- Desde ellos trazamos rectas horizontales hacia el primer cuadrante,
que cortaran a la vertical x = C/D en los puntos
P (C/D, ¥,), Q= (CD, ¥,

los cuales deben pertenecer a la curva que buscamos, y que serdn
intolmnte tqitlios e ok n cmdenads Siense; rerpectivancnte, sa

maxino
Repitiendo o1 proceso desde el extremo del seguento de diagonsl del
cuadrante w-z, la vertical z = z(A/B) encuentra a la

ke et o Lo wits, s Gr MeGA Sadts % witusbe
maximo y que corresponde al valor y = A/B. Desde 1 trazamos la horizon-

[
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(51 sisters do vlterra)

tal y = M3 bacia ol primr cudcnte. Sin esherso, la horizoneal v -

2(A/B), cuyo valor en w debe ser mayor que la correspondiente coordenada
1 punto ntateo 4 1a curva del cuareo cu . encontrars a ésta en
dos puntos, para los que habrd clertas absci zando

con ellas verticales dirigldas o1 priner cusdrante, a1 cortar con la
Seriacukal yiciavm; chkbessmondoe
= (g, A/B)
N G AB),
do mmstrs cusva, colucidunian o aquiion:en g o ahsclans o
ella

. N, Q van a ser los vértices de la curva, la cual

a quedar acotada dentro del rectangulo de lados paralelos a los ejes
x ellos. Las xectas y - M3, % = G0, pusden mombrazas

(aunque 1o 10 sean de simetria) como ejes ds la curva. Su punto de co

(e/p, A/B) se nombra como centro.

o

- Obtenci6n de otros puntos

Slisbipmoondiniuss ansurior Jo supstionscun;y vacian ecesy pesslonds
segnent

cuatro nuevos
nsecit voe: bato. aotebare 1n Mickwiela 8 os. cuateo amoo
comportaniento ya habfamos estudiado.

09.- La curva es un Gvalo
Ia ntarior construcein nos pemsits afimer (s 14 curva duvegial da

nuestro sistema es un Gvalo, cuyos vértices, ejes y centro son los
Citadog. Ter Tratarss de wma cure cerrada, Sl vapler 3 &7 com

Jes. Cambiars 1os
ios ‘e caatraen o $a.smplias, $a Buncida coms decimes.da 1oy Gatos
iniciales.

10.- Interpretacisn del centro como posicisn de equilibrio

si en particular consideranos el caso en que
x( y(0) = A

se comprends que la curva = wix) se Teduice & su valor winiso, mientras

que 1a z = 2(y) lo su valor maximo segmento del tercer

e o e e to, y, entonces, el Gval

goatsite un ot ie cod e ales i Tin/ entiblie 3 o om0

funciones de t, anto, constantes. Su falta de variacion nos

augiere o1 decic que eocdn on posicion de equitibrio
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11.- Linealizaci6n del sistems

Introductendo 1

nuevas funciones incognita
A
Mexe S vey- o

Sure; traduccite: geiirion ovalete' a5 trasiader el custeo de 1a curve

a1 que en terminos la anterior
Incorpratacian viesn  secis 1a 4  derviacitn rempesto ae"1a’ posteicn de
equilibrio, tenemos el nuevo sist
Be
woe - SvoBuv
o
LX
v = s 22 uipuy
s
Sigeiaieas 100 iadidia ok ocielums a¥ tuski Y e S i
nenos en situaciones préxines & 1a de Stiibrio en lap @
B e e o e " ot 1y o 43, ampats

el cuad oo puede btener una integracicn elenentads
sc
S RE R acusuw sncua0a

> > &

su=rcosfACt) + 5 senlace) »

sur w - r dac sendac &) + 5 JAC costfac ) o
o o
svegoriandicn - s i condad v,

n la que las constantes de integracién R y S se pueden deterninar a
AT e
en su solucion, llegamos a

RAaDu-salcy sapusredacy
coslac &) = ., sentlac v = -
DA R+ s 3 DA (48
SAD W+ CB Ve AD (R4 ST,
Deshaciendo el canbio, queda
c a
AD - iecB (r -2 a AN R4S,

que es una elips: {Avﬂe llaoirg a. e simateta con ol iemo centro y
ejes que el 6valo tuir Too svatos
o taniies e inma e e ey i s sary
situaciones cercanas a la de equilibrio.

12.- Un modelo para el sistema de Volterra

Volterra 1leg6 a plantear su sistema al tratar de estudiar la evolucion

www.FreeLibros.me



(21 siotoma do volterra)

a 1o largo del tiempo de dos poblaciones de especies animales en un

migmo dmbito territorial, en la que se supone qus una (1a press. tomads

como funcién x) se alimenta de terceras sustancias, pero sirve

iinento & la ctra (a] rapes, lomsds oo uncién ¥). Por. elenpio

uponganos una poblacién de conejos (presa) en una isla en la que no
pero

falte hierb: alinentarl: en la que también haya una
poblaci6n de zorros (ra
El fndice de cambio instanténeo de la poblacién de conejos (esto es, la
derivada de x respecto al tiempo t) t: a vo proceden-
de los nacimientos y otro megativo consecuencia de las muertes al se
alcanzados prin r efectuarse en condiciones
naturales, cabe suponerlo directamente proporcional, segtn una constante
A a la B nte. E1 o serd proporcional a los

x de ese inatar sequna
posibles encuentros entre conejos y zorros, ocurrencia que a su vez serd
proporcional al producto de x por y, de manera que habré un nimero B tal
e o1 sunando negativo ses igual 8’8 x y. s decir.
=Ax-Bxy.

Por otro lado en el fndice de canbio da 1a poblacién de sorros (derivada

¥ Eempecto del clempo). ol sumndo megativo (miertes por cus
natural) cabrd suponerlo proporcional, segin una comstante 1a
Bouiacicn tassassiiem 7. B positive. (aadintenio suek propcrsicaids 56
Sluiuice s poslecit win canbién a 1a posibiliad Ge slinentecion,

& canistet bend GiparlRieL, o i) danstaica 1) e

el pabinaines.

ey

ecuacionss constituyen o1 que newos 1ismado sistena de Volterra.

13.- Interpretacién del modelo

En funcién de 1

poblaciones iniciales x(0) e y(0) de conejos y zorros,
curvas en un esquema x-y, las cuales siempre seran

e el crecimiento y
decracimianto de las misms. A 1o largo del tiewo las situacionss se
especiales niciales,

oblaciones serimn constantes (soluclen de squilihric); 3, oi
ellas, la evolucién de las poblaciones serd simétrica
(aproximacisn eliptica) .
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(integracien por Dasssrollo en serie)

INTEGRACION POR DESARROLLO EN SERTE

1 0da de solucion
ecuactén (PSrmula de Taylor)

particulares por derivacién sucesiva en la

Sipogcs iafecucida it rmeiis: on pcimeiorta
e B eI i St S el a o (a,b),
con desarrollo viiido en algin eatorms slsdtrico abisrte D deh misms.
Eatonces, podemos obtener la solucién particular

= £(x), con b = £(a),
mediante una serie de Taylor

$375 LakarAl da chuvisiiieln £ serd 10 Sroieciil a0 side i sje da
las abscisas, ya que, por simple derivacién, vanos obteniend

£ (a) = pla,b)

a
@) - )+ ) @
W

2 - —4=.m vz

(n b) £ (a) + ka b) £'3(a) D’(a b) £'7(a)
- o &
7 oot eucestvansate.
La"misma ldea o8 aplicable a otra situaciones, cono las ecuaciones de
segundo orden
¥ - otm
para buscar 1a soluctén partieular
Yot vl e b e fla), € = £,

o 1on stotonss

x - p(x you), ¥ = Wixy,u)
donde musqnce s sl

s T E——

01) Hallar la funcién y = y(x) tal que
-y oy =1
Derivando sucesivanente, se tiene
.y,

Y oeax-2yy,

P az-2 o2y,

Y- eyt D 2y,

B e

¥ = - 20y y) 20 y0 g0 -2y,

¥ = - 20 P - 30y yA - 12 41 3 gy yE,

B N R
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(ntegeacin por Dessrrollo en Serie)

saseiculazizanco paca x - 2, o0
) -1,
y"U) =0,
Y =2,
¥ =
W -
Y =
¥ =
yPa) =
Q) - s,

Bscribiendo el polinonio de Taylor de grado 8, obtenemos

.
YELe e oo 1P s et - et e
3 s s

1 38 3
e e A L
5 s 280

02) Daterntnar la solucién de la ecuacién diferencial
v exy =0,

que verifica las condiciones mem..

¥(0) = 2, ¥y (0) = 1.

A las condiciones iniciales podemos afiadir el cAleulo
(o) = 0,
obtentdo de ellas y de la propia ecvacién.
Derivando 1a ecuacién y' = - x? y, obtenemos
.,“,.xz,' Yoe-2y-axy -®y

o e L e,
PO AR R AT

¥ = - (8-2)(a-3) Y9 - 2 (n - 2) x Y3 - Xy, conn 4
Suponiéndola cierta en 61 lugar n, al derivar sale

¥ e - (1-2) (0-3) ¥ -2 (- 2) YN -2 (- 2) xR -

C2xyan oy o
(a-1) (n-2) ¥ - 2 % 1) x ynd) - xd el
aue es 1a miona formila de antes esorita para el lugar nel. £1 principio
de induccion completa, nos asegura, entonces, la validez general de est:
£ormula.
En particular, se tendra
Y0 = - (n2) (n-3) ¥

)01,
¥, por tanto,
Y(0) = -2, y(0) =1, y'(0) =0, y* (0) =0,

Y = - 2:2:1, ¥ () = - 32, Y90 = 0, ¥ (0) = 0,

Y9 (0) = 6+5:2:1-2, ¥9(0) = 7:6:3-2, ¥19(0) = 0, Y (0) = 0,
La solucién pedida sers

ye2n-—e 2. T ___, .
4 Tame samemn
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(integracién por Desacrolio en Serie)

T iz

T
y=o

que verifica las condicionss mu.:.
y(0) =0, y' () =

(pemtdovicn, 3098) -

Tor Gurivscion y suuticicion swesias, ukcronce
TN
P S ot g ST
3y e xy) eyt =0y (0) = -y 03w - 130,
)+ xy9 oyt = 04y (0) = - Y04 = 1AL
y asf sucesivamente, 1o que nos 1leva a inducir la ley
¥(0) = (-1)2% 1/(a-2)1
cuya veracidad se eatablece inmediatanence iplmandn el principio de
induccién completa. Por tanto, la solucién buscada e

Ce e
EETRRTET Al @

04) Dado o1 sistens
Ly sux -y
cocomteaz s milactte pembioehes a1 e
T - oy S 1

Las derivadas sucesivas de anbas funciones son la

G
Poeaa sud -y, o
sy s 2uyd e XD,
Wooaa@ aud -y,

x = (20-2) ¥ 42 uyet) 4o,
B R T

Particularizando, sale

B -2,
=,
) -2,
¥ =3,
B -4,
Y -3,
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x (1) - 28,

P -,

1) - e R ez @) Y,
YA = (e D) ¢ -y,

Estos cilculos nos permiten escribir
7
x =2 (1) s Do (@l s - (o1,
3 s
3 1 7
YELc D) e s @D @el)? e — @1,
2 2 24

usando las Gltimas f6rmulas recurrentes, podemos escribir los
Seemistiin Tothnice ta Torios ToRE Cobaves gem

- Método de coeficientes indeterminados

Toniigs apisssiles w otuee eipes 0y siatones, 1 WEKOK d pouticten
Ses indaterninadoe son sepecialmente indicudon pura 1a sesclupitiod Tin
conacionas Tneales, Supeugeecs; par eJeais 1s de primes orita

4 By = RGK),
donde P(x), R(x) sean desarrollables en serie en un entorno simétrico
abierto T de un cierto valor real a. Tomando, entonces, una serie gené-
rica

y = La, xam,
B
ast cono su serie derivada

- B e

basta 1levarlas a 1a ecuscien diferencial y obligar a que 1a verifiquen,
para que podamos determinar 1 s coeticientes a, y, con ellos,
1a solucién de la ecuacién. Ocurrird que alguno de los coeficientes
iniciales pueda tonar valores arbitrarios A y que parte de los
siguientes se expresen a partir de é1. Tomando A como constante de
integracién, 1o que nos aparecers serd la solucién general en la forma
Autx) + w00,

Sinde fenbe %o, ¥ gedin pelds, 8 yotenciue swbmie eniv
omvergeites en L Wimo intervalo 1 domde an las funciones
coeficientes de la ecuacién lineal.
Otro tanto ocurre con las ecuaciones

s R0 ¥ e Q) ¥« Rix)
de sequndo orden, donde supondremos que P(x), Q(x) y R(x) son desarro-
brfeppo e el v it e s o
real a. Obligando a que las tres series

I R A
verifiquen la ecuacin, decerninarencs los cosficientes a,. Habrd dos

dueden como constantes arbitrarias A y B, con 1o que llegarenos a la
Solucion general
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(integeacién por Desacrollo en Sexie)

=AU + B () + W),
vt s series e
tes las dos primera:

04) Solucién general de la ecuacién de primer orden
¥ ooy

Desarrollando en serie de potencias, en torno al origen, las posibles
soluciones de la ecuacitn, tendremos

T, v - 'fn., a .

Lilevando estas series a la ecuacién resulta

S2axe3a e dag X kot (Ae]) agy K e =
st A x e (1rag) R e B e e X
51 ponenos a, = A, va saliendo
a A 2 A
O Vi e,
P ETRETIET!
a2
“ o :
La soluci6n general serd
i x x" a2 P i
SR At ek ) 2 -
X u 3 a 3 nt

xR
AT 2 (el - ) = (A-2) eX- (2e2xex).
T
Pondendo B = A - 2 como nueva constante arbitraria, la solucién queda
expresada con el mismo aspecto al que habriamos llegado por integracién
clementa:

05) Solucién general de la ecuacién lineal de primer orden
¥ o-2xy = e

e Bt g R i P

[(mn o framae s F0

A1 tgualar Tugar o lugar los mmmq. de mition miwmbros, seperszence
en dos bloques, segin la parida
%) cosiciuntas de logar picd
como Drisez miesbro van scopatados de porenciss imperes, las
cuates n e s i el sequndo miembro, tendrenos
i e s N
- o
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(tntegracisn por Desarrollo en Serie)

1 1 1
(3041 Bggpy = 2 Bgny = P Wiy = By ¥ =
v a0 o e
La solucién general serd
“A) T ux ) —emexn R en e,

06) Resolver la ecuacién diferencial
1
Et Ak
encontrano 1a soluciéa tal que ¥(0) = 1.

- L
sonsontoy « Fonst v+ Famr 2o f e
dessrzollon que sexén vAlidos en 1 dntervalo sbierto (-1.1), tenemos

+ RN ag X4 .

S exeRa . exe (et a xR e X
S e e s 3 -ag) xe (A -y -a-a) R .. e
+ U0 By - A - B
P T TR, PR f i B
3
Bt emra e
= i,
Wackab iy v cow ooRsEAHES. aibiEsarin. S usieton wAnasel o
YeRAG e xe e L) QxR &
Aex
SR exex e e ) = +x

+ queda

donde y(0) = A. Si, en particular, tomamos y(0) = -
yix-1

O7) Detwnsiniar n scloaideds 3a ecusctta difsrcte)
xy =
o wesifion An amdbelonmn Leictaies
=1y o -2
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(integeacién por Desacrolle en Serie)

Sessszollinde eh sarie % gotencias, (en toro sl origw 188 peibles
oluciones de la ecuacién, te

Faw v = Famot v« Fowey gyt s

I TR

3, = 0

2277 ez (men)

En priner lugar, puede concluirse que

P P
Sacs 6w (okios SoREicisnten, poueaon
a = A, a =3,
para deducir que
2 14 2 10807

56 e 51
a1 1
e (1)
Ga-1) - Gn)
L 2 3 25
Bg=c— =B A= — =
e a P
a2 258
D m = ()R,
30) - (3n+1) [

De esta forna se 1lega a qu
y=AuG) +B v,
donde

s =14 §
T2-sae
=

v e xae oo

Derivando e tisme
yoeawm ey,
donde
@ verona
i« frean BTt 00Dy
=

- Ga-1)

Gt

de manera que ==

¥ =1,y (o) =2
1A+ BV m A 2 aA WG BV =B
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(integracisn por bessrrollo en serie)

® L wsecoe
vaxne feon BEEocOED L,
L =

es 1a soluci6n particular pedida.

08) Soluci6n general de la ecuscién diferencial de Alry
¥y xy=o.

Operando como en la anterior e:naclén. se 1lega a la solucién general

i
— o+
I

R
e

99 isoton s dutndtas auesemnital
exy eyeo.
(siomone, 27.-2)
Desarrollando en serie de potencias. en tomo sl origen, las posivles
e de 1a ecuacisn, tendremos

vy - Faaen v s Fo ey awrs

B
zum (842) gy + (a41) a1 W =0
o7 el Rt g Tt amgre (i) Tlneddingigos i w:dow

4 (092) Bpz % Bp = 0 By = - —

2 nez
De st deduoinos las siguientes leyes Fara loa costicientes

= )

de manera que si los coeficientes
% =A 3-8
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(integeacitn por besarrollo en serie)

tomanos cono constantes arbitrarias, obtenenos 1a siguiente solucion
s e
aa F e LR Ll
vea B e e

n_sesaroiio ol prime sumsote corresponds al da uma funcida
elemer

Fean
st tata wasolicion pafiicise oo A, aitemein,
ool g e St proesses Boag
e Funciones alesencales. Fara siio Plastectioms o1 cusbio 20 veriibls

femee

- Bl

Yo Bl vey =Bl ) xvev) e
2 2
Sy e B ) V- 2xv svev) e
2

GV -2xv ~vav @V exv eV =

-
-

FRE.
aw 2 iy e Bl

crermee D n e D ool e
i it Skt et 20, sl et e it
e e Lo eyl
e el R o gl e
i 2 [ e F i

10) Tntegrar la scuacién aiferencial
¥t e seaxy .o
Puesto que

v xe § e 220
L Gy 0 L

pontendo
veFamey - Tonet v Fown ae,

se tendra
(2 3, + 203 8, %+ 342, %% + 405 2, 30 + 56 ag x4+ 67 2, 3 4

[y

www.FreeLibros.me



(integracisn por Sesarrolle en serie)

7B ag ) e

= 1
¢k e a R @ -a — X @ -
o 3 57

D P P P .
FTRT e

S1ew

de nanera que si ponemos

vamos obteniendo

8 "1 Te0 T T sea0 20160
1 1 1
Bl —x —xT-——xt e,
S0 a0

es la solucién general de nuestra ecuaci priner sunando serd
solucién particular, mientras que los caencmm de 2y s sertn
soluciones linealnente independientes de su homogéne:
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(Bouctonss_de Hernite y Lagendse)

o1

Prosentacién

I eate spartado tratarsnos dos ecuctones linssles bomogéness da
oxden cuya presencia e importancia es notable tanto en el Andli
212 Natendtico como en 1a Fisica Ratendrica.

02.- La ecuacién de Hermite. Solucién general

7 T A et e e e ik 5 e
Saxy a2

i scuntls ovein Yomms’ o Costintabons, potveron: samsbens Hin g

Iopicnse Lagspenitostes, sjessidss oo iasses 8o porgioise Convecyen-

tan o tods 18 recta. B efeceo, Lavmids  1n dcuncidn Las series

o8 tentes
T (e2) 1) aps - 2na,+2pa) =0 a
2w
it (ne1) (ne2)
Pontendo

o= A 3 =B
se llega a que
20 p (p-2)... (p-2n-2))
X e %

= (-1 )

Gn
2 (1) (p-)... (pr@n-d))
g = (17 5,
@t
para cada valor natural n = 1.
Esto permite escribir
Rt e,

donde
2 2% p (p-2)...(p-i2n-2))
oo = 1o o TEER D
) =% s E nn 3‘1‘_*’1’_%’_” s
Derivando anbas funciones es
a7 - ;;u)- zp (przn_nu’wznrm s,
T
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(Bouscionss de Mernite y Legendre)

B e 5.
it s v g el s pr il
i
p—
0 = 1 1y O = 0, 500 = 0, 40 =,

lo que nos confirna que las soluciones p.r:l:ul.x=l w ¥ v son
Lseeiners ioimeriimtes conbinacién lineal con constantes
arbitrarias A sl ol o e el el
de Hermite

En particular, para p = 0 se tiene
Ul = 1,

2 (1.

3
(2ne) 1

Z 1y 20 e @ e g e
* 2:4-

v = x4 “f um

" L iy T L

@ g

e e W g
e Lyt L

03.- Los polinomios de Hermite

A o i bt it i o
comprende que siempre que un ninero entero o mlo (nat
T4 siguna de iles ve Teduce & un polinemior 1a \,m ety es par; e
Vp(x) 51 p es inpar. Ademds el grado de tal polinomio es exactamente el
SO 5108 I Shvmoige M oo, ek Haomeio 0 potinnkios

Vi) =%

wx) =1 -2,

V) = x - (23)

N

valx) = x = (473) X+ (4115) %5,

Uglx) =1 -6 X+ 4 X - (8/15) 5,

Vplx) = x - 2% e (45) %5 - (8/108) X7,

2p . 20p (p-1) 2
R TR 1
2 r upn
2p | 2p (-1
O

wplx) = 1 -

X (1P e,
st (2pe1 x

Tragi 759
www.FreeLibros.me



(hcuactones da Wersite y tegendse)

massyliondo slds i derased polineutas portiuon conateste;rHlgen
Lends otza. solosicn particular da 1a respectiva scuscién de Hermire.
51, en parcioular, cosnos

(2p
Bt = (1 L,
en 1os lugares pares, y
2 (2pa)1
Fapa ) = (17 S )

sale 1a sucesion

w3y

B = 2%

B - 4% -2,

B =80 - 12 %,

Hio =263 - 482 4 12,

Hyt) =32 %5 - 160 3 + 120 %,

Hlx) = 64 %6 - 480 x4 + 720 32 - 120,

Hyl) = 128 X7 - 1384 x5 + 3360 ) - 1680 x,

upn 20p (p-1)

en los impare
By )

() - 2 - e (P L
() -
)1 2 (a1
- TR e 2L
ol
et 2B
o) = 20—y (g S DR

st

@pat 2
- e el 2

apon)t 2
Pacilin S
o

30

Estos son los 1lamados polinomios de Hermite)), y en todos ellos el
sunando de mayor grado es 2

04.- La ecuacisn de Legendre. Solucién general

Siendo p un nirero real la ecuaci6n de Legendre de orden p o5 1a
@-x)yrcaxy ep el y=o0.
Bacrita en forma normalizad

2x P+
Tk

o ics contlilumtes’ son desacoolisbios ea. sesls en
S e e g i g adig el gy
dos soluciones particulares linealmente independientes v,(x) ¥ Vp(x).

G rsite polinosios  da  Herite-Chabistev,  sparecen,
Gl cacilsor aménico linesl e wecknice
ondan de schxsaioges

por eiempio,
cutarica v do 1

[T
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(Bcuscionss de Heraite y legendre)

analiticas en dicho intervalo I. En efecto, llevando a la ecuacién l

series

I TUSIUEE SURNRRE SO

se tendra
S@-x) yrc2xy 4P ye

B . N

B4l (042 eyl e B P e D) aym
= LB ) 4 (o) ay = o - m(p e n) 4 (o W) g
S pen ened s
®-m peney
2 (a+1) (n+2)
Desglosando esta £6rmila para los casos par e impar, obtenenos
©-27 (r2ned)
g m - BIERIT
@asn Gnsa
©-2n-1 (r2n+2
- 2 2) @
io e pamite calcute 1o oeticiente
3 <Aya =B saliendo
! pipen)
=LY

— B,
4 partss da 100 don tatciates

2
(2-2)p(ps1) (p43)
dertiplesaliphd). o

a
(6-4) (p-2)B (p+1) (p+3) (ps5)
&

(p-(20-2))
az = (10

(0-1) (ps2)
-2,

3
(2-3) (p-1) (p+2) (po4)
st

©-5) (p-3)

1) (p42) (pe4) (pr6)
L B

7

(p-(20-21) -+ (p-3) (p-1) (p+2) (p+4) - (ps20)
LT A et A

g - (17
(et

De esta forna se llega a que la solucién general de la ecuacitn de
Legendre puede ser escrita com:

Tagina 35%)
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(Bcuacionss do Hernite y Lagendre)

¥ =R+ B0,

aonce
" (p-120-2)) *** (p-2)p(p+1) (p+3) * - (p+(2n-1))
ey ¢ | ppe A b Do i e I, g,
st e L
L Ben) e (pe3) (o) (pe2) e ez
syigieny T G BV EN v bt .,
ey
Derivando, sale
W pend) p-2)ppel) () (penn)
oo - § e & e gl s,
Gnn 1
° (p-(2n-1)) * ** (p=3) (p-1) (p+2) (p+4) * ** (p+2m)
ISR T s an,
G

de manera que estas soluciones verifican las condiciones iniciales
4(0) = 1, ug(0) = 0, v,(0) = 0, v(0)

- Los polinomios de Legendre
Cuando p tiene valor entero una de las series se reduce a un polinomio:
ux) 81 p es negativo impar, nulo o positivo par
v(x) si p es negativo par o positivo impar
Al tomar p natural sale una sucesién de polinomios By(x). Dividiendo
cada uno por el nimero B(1), obtenemos otros L(x) conocidos como poli-
acaios de Legeadce. los prineros son:
el i
Lot = 1,
P = V() = x, B =1,
L0 = x,
B0 =) =1 - 32, B = -2,

Lt =12 3% -1,
B = vy = x - (5/3) ¥, B = - 273,
L) =12 (5% - 3%,
B0 = ug(x) =1 - 20 % 4 (35/3) X6 B = 83,
L) = 178 (35 x4 - 30 %%+ 3),
Pyl = vylx) = x - (1473) 4 (21/5) %, By() = 815,
L) = 1/8 (63 % - 70 % + 15 %),
Plx) = uglx) = 1- 215 + 63 x4 - (231/5) x6, Be(1) = - 1675,
L) = 1/16 (231 %6 - 315 x4 + 105 %2 - 5),
Py = a0 = x - 93 4 (99/5) X5 - (429/35) X, By (1) = - 16735,
Ly = 1/16 (429 X7 - 693 %% + 315 % - 35,
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(Bcuscioses do Hersite y iegendre)

06.- Efercicion

1) Basotver iseotmmeate 1n emacida do Susuite o orsen 0,
-2xy =0,
va conoctdas..

1 compras 1 soustoma < &
=
.,.C.D[xu.cuum + 5w,

e
Bolx) = 1,

w,.jr«za.j(i’ﬁxm,X.Z'ML‘[,M..

@ 1w

Lyar e
coinciden, efectivanente, con las

oluciones ya obtenidas.

s
xy +2y=0,

A o o

y comparar las solucion

Comprobada 1a solucién v (x) = x, hacenos el cambio
Yexz oy mzexz,ye2z axz e

22z exzt-2xz-2x 2 +2x2=
axze2(1-%) 2 a0
o F:
-v-’--zer ) »

slnz -InCex-2lnxs

.,..c%.,.qg’mu.

symex[Saenxacune e v
)

ante
i .,Ji:am IR
fifwmsen-xiie ] 200
o
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(Rousciones do Hersite y Legendze)

coinciden (1a primera salvo signo, lo que mo afecta por tratarse de una
ecuacién lineal), efectivamente, con las soluciones ya obtenidas.

03) Para cada natural p,
) = 02 B ),
donde H, es el polinomio de Hermite de grado p, se conoce como *funcién

rmite de orden p obar que esta funcién es solucién de la
ecuacisn diferencial

Hree2p - za0.
Haciendo €1 cambio
2 - ey
en 1a ecuacién de Hermite, se tiene
y -z,
voexein s e n e xza,
v ez ez sz axa v a) -
S e iz 2xa vz ez,
Py
Seipdza2xz sz ez m2R2-2x2 +2p7) =
Sz ezp-at gl -0e
sz s (Ls2p-x) ze0,
luego s y = Hy(x) verifica la ecuacin de Hermite,
z e 2y e e g - By(x)
verificars la z'’ + (1+2p - ¥ 2=

04) Comprobar que s1 £(x) es solucién de la ecuacién de Hermite de orden

a® 2,
B = (0P e (e
= o

Llevando las expresiones
900 =2 x £0x) - £ (x),
X =2 £ +2x £ (X) - £ 0x),

) =4 £ £ 2 X £ (R) - £ (x)
2 1a ecuscién de Hernite de orden pe1, se tiene
9 ) - 2xg(x) +2pglx) + 2900 =
SAEG0 S 2 X £ 00 - 00 - 4 X EGR) - & £ 00 42X £ 00 o
PRI - 2PLm e dx ) 30 o
X [£7(x) - 2% £ (x) + 2D £00] -

- u'wx) e Em 2% e 60 2 Bt G0] =
naxlEa - dx el g et -
X £(x) +2p £ =0

B R G002 B PR, ¥ o ade et s A, A

Trigion
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(Bouacionss de Hermite y Legendre)

Sienio p un nisero sacural, a1
£ = Bx) oo -2 x Byl - Hy0x)
s una solucién de h ecuscién de Hermite de orden psl. Sisndo K, un
polinomio, también lo serd g(x). Ademis, por ser el de Hermite, es
Hx) = 2030+ ... e glx) = 200 00
157mie e rioas dut 5 e @ poticenla) o Mvalne selisti 3. I
resunen, pues, hemos llegado a
o) =3 X B0 - 00
Atora establecerenos por 1 método de induccién completa la formila

2 @
B0« (1P e T (et
Puesto que la derivada de orden cero de una funcién es la propia
funcién, es claro que

o
(-1)0 & — (&) = o &

-1- .
b) Suponiendo la férmula cierta en el lugar p, se tendrd

2 @ 2a @
e e T e e o ST (o) -
@ a

L T

B0+ e )] =2 X B(x) - Hy(x) = By (X).

05) Resolver directamente la scuaci6n de Legendre de orden 0
@-x)yr-2xy =0,

Separando variables, se tiene
o

v e

>
Sy =1nb-1n@-d) sy =
1-

D1+
4y=CiDArgthx=C+>ln
2 as

e cuptn + Dol
donde

) =1,
1ex i it

T-x by ma

1
Volx) = = 1n
2

06) Resolver directamente la scusciSn de Legendre de orden 1
@-xh yr -2xy s2y.0

Comprobada 1a soluci6n v, (x) = X, hacemos el cambio
yexz oy =zexz,yr a2z exz e
w2z exzr o282 ¥ m2xz-2x 2 s2xz.
S -X) 22 (-2 2 =0

Traaina 7597

www.FreeLibros.me



(Bcuacionss de ermite y Legendre)

©oaxi-2 M NePx (oM K eNx+M

T xa-x X 1.2 x (-
2 2x
o 2i 2 sz emc-z2lnx- a0 x e
ile
c G <
wre—— .2, % L.l cagtnxana
B a-x) X 1-x *
4y =ClxArgthx - 1) +Dx=Culx) +Dvylx),
donde
. e
W) - xAgEhx-1-x ) a1,
Ly 2
v - x

soluciones que, salvo el signo de u,, coinciden las cbtenidas por el
procedimiento general..

O7) Trwstormer 1a saumaifa &ifarmotal

- x) yrr e (2x - 1)y -2

A e cosas T, adekis Bkt TN = 3
varisble independiente. Expresar su solucién genoral

Con un cambio de este tipo, se tiene

. .
"o
1o que transfornaria la ecuacién dada en la
@y 1 1
Wwezabuer-au-n 21, pauianon T,y
a o awa
2b-1  b-poah 2b-3
R O e T A
FIr a

Comparando esta vt o 1 it Ls;enﬂr:, puede responder al
mismo si
2b-1 b - b2
——.0ebaiz —=—=1ea=1/2,
)

es decir, mediante el cambio
xe- (sl eu=2x-1,

quedando efectivanente en la forna

@y ay b a
e D T P R e SEPIN. P

. a a a

s una ecuacion de Legendre de orden 1 en las variables u e y. la

solvcita guoecal serk
« b - )
- ) At G 8D e
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(Bousciones ds Hernite y iagendre)

o B ereeriior g R bl st
2, Lx) % botincats selesite 4 1 esuncién de Logeadee o

Btx)
() -
' R@
o1 correspondtente ;m._u do Legendre. Comprobar que
@n? (2p-2m) |

2 o —— 2L e

o pyw =
R L m! (p-m)! (p-2m)1

(w ®

B @ - (09 ST e - 1R

N2
(ul)

o B = (13 »
Como consecuencia de 1o anterior, deducir la férmula de Olinde-Rodriguss

1w
L) = —— (6 - 1)

e
2 Suponganos que
e par.
enconces; en 1a sotscién
1 <5 (e D )
i s B GO B ),
b B (2m) 1

4o la correspondiente ecuaci6n de Legendre, se anularén todos los

eontatos s pastix del Togar 1 = gel, Oo Banera Sua

+(p-2)p(p+1) (p+3) - (pe(2n-1))
(n)t

e cfectivanente un polimoato (x| do grado p. En su costiclente

genérico, observanos que

(p-(20-21) -

o =14 ):(m

at
(p-a-2)) o+ (p-2) p = 2 (@@L .. @D = —
(@t
P . (B0 (42) (p13) (o). (peand) (ezn)
1) (pr3) -+ (poc2ne1)) w oo OR PANEY - BT BB
TR (©42) (ped) . (pr2m)
(pezn) 1 (po2n)t gt

P @ @ ol 2
de manera que podenos sscri

@ s (pran 1
B =1 L Py P
L G @t @
@z s (pran) 1
UL DN TI——
L G @ G

»!

Foniendom = q - nen = ol 1a escritura
(2p-2m) 1

[ om0 pam

B0 = (-2 &
wt (pm 1 (po2m) !

2p=2q+ mux
Entances: on 10 soluecitn
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(Bouaciones de Hermite y Legendre)

= (p-(2n-1)) * * (p-3) (p-1) (p+2) (p+d)
s <o f e
e

4 1a ecuscien Remlily o il Coos 14 Bt SRR il
lugar n = q+1, de manera

pem

a1 (p-3) (p1) (o2 (o) - (paznd
vm.x.z(m" el phl e
Gt
a8 un polinonis £,(x))de graco p. Obssrvando que
g
(pr@nb) +t (B-3) (pd) = 2% (gmh) o (@) @ =
@

(B+1) (p+2) (p43) (ped)
(p+2) (pea) -+~ (pazn) =

(p+(2n-1) (p+2n)
(p+1) (p+3) ... (ps 2n-11)
(p+2n) (pe2n) 1 g

Bl 27 (q41) (q+2) .

(@) p1 2% (gt
.«

(g2 3 (p+2n) |
By = x s [P .. [——
P L (g-n) ! (gem) 1 (2n)!
(qn? 3 (p+2n) |
SRCTILE DU TR,
L e

Poniendom = q - men =g - m se transforna bajo la forma

mn
B0 = (19

o (zp-am) 1
Lews _L_i i
E

(p-2m)

b) Sabiendo ya que, independientemente de la paridad de p, se tiene
mn
Bx) = (18

a (p-2m)
[ == L

B LN
= e (pam
steato q = /a1, y cbeeevendo s
(2p-2m1
2 pr=) = (2p-2m) (2p-2me1) .. (pramen) w0 in 4 2L
a = pam
nos queda
qn? g 1 L
B0 - (s Sy e D e o
T T

«
- o
(pnz

B [f) S -

—(zx e [:] )P
Raca. suen pued: sncendured desde & - 0 Barte B, 78 que low sumanton
siadinen s do grado dnfericr a 3, con Lo cual sus desivades do et
son nulas. Entonce

.un

@nz @ e

et | K e
(p1)? @xP anol
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(Bcuaciones do ternite y Legendre)

@n?
2 Al(x’ EHDR

w02

© Aplicando 1a f6rmula de Leibniz para derivar sucesivamente productos,

- ne

@ ®
L2 - P = — xR (xeD)P) =
ax®

2 () @ @
- 1] Erenn E e -
o) ae o=

@
——[(xe)?],

(prmed) (x-1)7

.
DI ERCETI

ax
de manera que, i particularizamos en el valor x - 1, s anulan todos
los sunandos de esta derivada, salvo el Gleimo, cuyo valor es

De esta forma se llega a que(®

R0} = (-1)3 .

(@n?
1

i, finalmente, dividimos B,(x) por B,(1), queda la férmila

1@
Lpx) = —— — (63 - VP
2 pi axp

158 en 1a expresién
@? g (ap-am 1
B - (T T ewn

cbtentds en la prisera parte do

wn?
o s S F

Comparsadola con el valor
@n?
B + (0% S 2,
ahors, tensmos uma  descetracién Indirecta de la sin  duda “curioea®
sdontidaa
(ap-2mt
- P tas G
w1 (a1

1
L enm
AL
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(atodo e probensua)

01.- Puntos singulares de una scuscién lineal. Singularidades evitables
SO DA RS AL TG K08, i S50

unto en el cual
Tesie P © 0 o ses desmcolioole & serie g
No hay inconveniente en suponer que a = 0, pues en Otro caso
harfanos el cambio de variable independiente x = £ + a, que traslada la

gen.
Diremos, entonces, que 0 es un punto

ingular evitable (o singular

x PG, X Qe
seen ambss analiticss en un clecto enborao simdtrico T del origen

02.- Ecuacién de fndices de Frobenius

EL estudio de ecuaciones con singularidad evitable se hace en el campo

lejo, aunque a veces sea posible obtener soluciones en el campo
real, 1o que se dilucida siguiendo el método que en 1873 dio a conocer
Georg Frobenius (1849-1917). Segin este autor el comportamiento de la
ecuacién va a depender de las rafces I, ¥ I, de la ecuacién de segundo
grado

P @-1 80,

conocida como ecuacién de fndices asociada a la ecuacién diferencial,
donde

@-lin x P(x), & = lin x* Q(x).

03.- Forma de 1

soluctones
supondrencs resles, puss en en cesdcontrario las soluciones s6lo s
Chtienen nediante seeies complejes. v diatinguirense tres
68 myiry o o Smiee e Smiasctocan doa salimiones 1lseilimite
independientes

b) i r-r, es un entero positivoll), se obtiene una solucién ulx)
como 1a de antes y otra

Tie n

entero neqacivo, canblasos o1 orden de las ratces.
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nstodo e proventue)

oo -5 [x, X e C ) dnx, con by - 1,

fadianto bas wilaio 25 18 constantis
il iy <4

I ey

i) = x Foy0 4 cuto 1 con b - 1,
cncaa,
T 1o tres
valo 1 donde eran amalsticas 1

s, las series que aparecen convergen en el mismo inter-
funciones x P(x) y X2 Qlx)

04.- Efercicion

B 1a préction couviens escxinis la ecuclén e fore rormalizads, en
de Tanera que v tenga costiciemte 1, y determivar 1as raices da
12 ecuacito de ndices. A cootimeaciéa probereace soluctonss

Ay

yroo = T oaem a, w0
e = § e mer) a, w0
valores que, llevados a la scuacién de partida, nos llevarén a la

casusstica arriba expuesta.

01) Integral general do
xye2y ey-o.
(akarenks, 739).

a) Ecuacién nomalizada %

i

b) Ecuacién de fndices
Siendo @ = 1/2, § = 0, se tiene

: o
i

©) Soluciones particulares
Llevando 1a serie genérica

¥ sus derivadas a la ecuacién, cbtenenos
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Metods de_vrobentus)

T o tmer) tmeres) 2y s o

T 2 e st e s
=ar (r-1) ..,xn."

T meren (aer) sy e o
&

crraete Ta mam e T oasmr s

1
ST e

[[. (01071 (06) » 2 (@0100) s + ._] -

e zﬂ[ o rten) (o) » 2 (ton)) s + .,] s
o [¢ renh (et + 3 foent) my e mmm 09
A - =

2 (nelsx) (2n42r41) b
55 ¢ oo una do las rasces de la ecuacién de {ndices
1 r e 00 g

Entonces,
(2n41) (2n42) =
Sonsendo 3, - 1, ssle
2 (-2
- (2n]
do maners que st saiz aa 20 st o snees para 13 nlcion
wea = e

= ncosth).
1
Dr-120a,, .

(2n2) (2043
Pontendo a, = 1, vanos obteniendo

T .
% (2ne1)1”
o 20 g s e s i 1 s |
o
v+ F =
Lo mam- L
0 sotscion gene

entl) .

" Gt
Surt ne cosminacién 1inss) de lus dos antes cbtenidas. Ee deciz,
y=acostd) + 5 senil)
02) Tategral general de
Gy -1y ey -0
[Ra———

a) Bscritura normalizada
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(Matods de proventus)

. ‘
¥k veo
sxaw " ixam
b) Beuacion de tndices
Siendo & = ~4/3, § = 0, obtenenos

7 o
. | |

©) Soluciones particulares
Llevando la serie genérica

¥ sus derivadas & la ecuacién, cbtensmcs
To o @rn syt - To @n @ oo -
< Tz e sy Faag e -

wor 0 aat e To Gaetent tuen) myy w0

wxe To taur et ag ot - 33 £ gt

cx fan o s T

7
B e N
3

)

oxt | [Gmten Gmaraons + (otmmn e < 4] o] -

]x..u.

o[ 0010 nrz-t) )y + (-9t tered) o+ 4) = 0

s (otmen ety 4 4)

< ] [menen onara)

9 (nvr) (mer-1) - 4 (nele3r) Gnede-a)
=T Sinelen) Guesz-a) 0 3(aeler) Gnesr-a)
n ‘1

v3x
T N
suponiendo que r sea cualquiera de las rafces de la ecuacién de fndices.
3n+1
Dr=o0wa, =t
fed
Poniendo a, = 1, obtenenos

“(3n-2)

6
de manera que esta rafz de la ecuacién de indices aporta la solucién

Trasian 267
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Wetodo de_probentus)

@14 Gan
P it B
Le o
e sns
——
o T
Ponsendo s, = 1, vanos abteniendo
8 811 8-11°... (3n45)
o 0" BT TR
con 10 que 1a segunda zaf aporta la solucién
@ e
voo s § SO,
L Ton e

9 sotucion general
combinacién lineal de las dos antes ohumaz- Es decir,

@1 Gn-2) 11e L (Bnes)
=R ) e B e ) o T ey
Z ey Lo sy

03) Integral general de
23Xy X Yy ey 0.
(rpomtal, 11, .20, 19)
) Escritura normalizada
1
s —y=o.
2%

-

b) Bovaci6n de fndices
Puesto que & = -1/2, & = 1/2, se tiene

LY
- Toer

Tren ern sy e e - F ) 0

Tragine 768
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(hstods de rrabentus)

3o
2R sres) A e
P

exen F [(mnnr e o) ] -

<o [(fmen et o + (o) ] - 0o
» (metom u...z,.,,.,].m, o o) -0

T T maren (zn‘zxrx)ax‘“
upodianio qua =csea; udlgeieraida’1as ratass’de dlecutcisd deciticen:

n+1 1

Drelsages——0ti gL a
e (n+2) (2Rn+1) +1 2n+3

Poniendo a; = 1, obtenemos

a, = (-un

1 1 1
e 35 (o)
ORI S o PPN

wid = x (e ) (n *1
L =
e 2041 1
el e B e g
N Gn+m Gmaz ™ 2nez
Pontendo a, = 1, vamos cbteniendo
A Iy 1
- e R T St

FETS 2t Pa
con 10 que 1a segunda rafz aporta la solucién

=% - IPRSTN

Vo) = a2 e § L
o

) Solucién general
Serd una combinaci6n lineal de las dos antes obtenidas. Es decir,

I o vn e,

Tane1)

04) Solucién general de

1o FEY GRi s
Destacar 1a solucisn particdias tar qu

Yo =1, 30 =
(Demsovicn, 31001

a) Bscritura normalizada

2
yieZyeyeo
b) Ecuacién de fndices

Tragina 29
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(Mitoto do_rrobenius)

Siendo & = 2, & = 0, se tendra

o
Paersosrs
. {,,
€) Soluciones partic

Llevando a la ecuacién diferencial las

ciee
vo Fawen v o § wen gy e,

T en oz et s T2 men ag sorn s Fag e s
D ag e (e £ e a0 T aeaen) (aeter) sy 20 6
T

exet Faga s
o
S e e (e 3ra2) a x e

aian T het, R g 8 Oy b a1 585

c2 D gy e x0T meen) (1e30r) a4 ag) 0 00
'

22 "7 (azen) (me3en) .
) si L 0, A

sl scmsormiagim oagpan
& sz a2y

Los coeticientes do lugar serin_todes males, Para los de lugss par,
Tomande 3 o 3, o

B i L i
=
o ot catucions 18 sorscin marcicuar
il L R
ik

80 mm b e e
7T e
Quedando sin deterninar o8 Gosticientes 8 y sy, al ponsr
- o
T Y. ol e e TR
tendrencs
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(Método de_probensa)

ag = (10

12 @t
que nos 1levan a la solucién

vor o2 Fam 25
R
R

s A pesta
ot Sa] Gobsiis et e S Sme
= Asenx+ B cos x,
¥, 81 parvicularizar para ¥ - 0, deducinos que B = 0.
Dasistdo o5 T8 selsaits s 1 o A sen s ebbasancs
+xy' = A cos x.
endo que y(0) = 1, queda A 1, luego a solucién qus veritics las
condiciones iniciales planteadas es

u - 22X

i scuacien
yrexy e -1 yao.
) Bcuacién normalizada

[
¥ ey —y
x @

B Seuasic ox tnctons
Puesto
x) =1 =@ QU0 = -1 — -1=8,
1a ccuacién de’tndicon do Prcbenius o8 1a
“le0eret.
o Solucién para la rats x - 3
Considerando

e fas Fawen,

- F e ay, v = F e 0 g,

se tiens
o exw e -1 e

IS TR, SN I A

TR e
Lt e ]

% ot i
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(Watodo g probentue)

Srla e T ) (002) sy s ) Xm0

318, =0
(n+8) (142) 3z + 3, = 0, conn = 0
De aqui deducimos la nulidad de a, y a continuacién de todos los

costicientes de lugsr inpar. Fara los de lugar par, se tiene la ley

a0

(204) (2042) g0, + Az = 0 ® By ® - ——— .
T (ael) (me2)

Poniendo a, = 1, sacamos

: :
T U S S
2 4% nt (nel)t
1o @ non paraite eacribi 1s selucién paricuier
ulx) = S ey
e
4 mtipicrms gor 41 stonrt 13, spasae oizs saciin b In formn
=2 T e — 5™
ne = 2 L S

@) Solucién para la rafz r = -1
Serd del tipc

vi = xt Fog a0 s cum ta, conby 1, cuo.

Anora bien,

fendo
e L

v T men e fon e s

S e Ew e (- e

s T an o ner s T o noen s Fopen s Faenn
< Ftenr o a et o s
L

s iw P

by eBpx+ | n (me2) By o by e

2) z-ulnx,
tenemos

Trigios 7731
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(nttodo de probeniua)

oew Inxe s, 2w lnxs2 - s
Xz exz 4 Rz
cxXurlnxs2xuw cusxwlnxeus GE-Dulnxs
S ur exu s OF-Dulaxe2xu a2 XU =

(2n41) saant (2n41) 1

w2 caxe fon 2

4 nl @)t (nv1)
En consecuencia, y tentendo prasents 1a linealidad de la derivacion, 1a
condicién
v exvie (B Va0
se traduce en

[
caexezc zlmg._.m
o et
Las prineras conclusiones a qus nos conducs essa ecuscién son
e TS
de manera que
« o) i
o @0 e f e L
nt et
aca ton cobictentes do Lugar impa va 3
e+ 2 w0
lo aue mpicard que todes elios os, Volviendo & esoribir 1a
coutti com solamante los eoatiolentes da Tiice pur, ueda

2041
40 (@) boge # By = (1P ——l
s nr et
1
- Can

— ¢+, comnza
4 (n-1in BBl
E1 valor de b, es indeterninado. Si ponemos b, = A, va saliendo

1 1
0 o4 AAs14c
=2 2
by L PR
Toa aaral
- (b,
P2
1
5
By = (b - o

o

434 £21 31 314

de donde podenos inducir la ley (demostrable por recurrencia)
1 b Byt Hy

b= (1t " connzz,
4 (a1t ont
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(Método de probeniue)

2
e
b 2

s la suma n-ésina de la serie arménica mmgmu) de grado 112
Ahora se comprende que una buena eleccién de la constante arbitraria q'ue
artasteason 6o A = 1/4) Moptad sare valur; 1a soTictén se Seconirm

en 1a forma

1 Hyy ¢+ By
v et et §ems L g s
4 4® (n-1)1 nt 2
1x 1% L
S e PR EE R LR e D v
FERETI S CETETA p
1x  BeH ok, HeH . 1
FPE DRy N &t a-tummxs
: FYETRRUETETRRA B
1x e ok 2
st 20 T 2 & lu mx
2L o §

luger de esta solucitn, los libron swelen mostrer lu cbrenids a1
micipticer por -1, satiends, a1 weiliiemes camién 1a e smtes
notanos por Syix).
Byt By x
PlTu fen Bt g
e

1 x
@) =3 1nx - - ()
* 2

©) Solucién general
constantes asbitracias Ay B, serd®
V=AM B K.

06) Integral general de
Ay -8Ry s WDy,
(stmmon, 29, 2)

2) Escritura nomalizada

(2 Vgota suma, @ su ves, pusde expresifse o
By dnne e gy

dont

45,50 m 0 7 - o'sTIeEs... (conatante de mler),

susle ussr en los calevlos concretos.

P

o prisen

[Ty
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(Mitodo do Frobentue)

axa
¥ a2y e ———y a0
i
b) Ecuacién de fndices
Puesto que @ = 0, & = 1/4, se tiene
1

PoreZe(r-o)
N

1
“0%x == (Doble).
2 2

€) Soluciones particulare
Llevando la serie genérica

v Jan
oo
¥ sus derivadas a 1a ecuscitn diferencial, obtenenos

T tmerr ety aywr - Totmon) gy wern s
cRemem faeraon
o F e n) ay - Feaneny o
P
T T PR PR
B T
B s R P
L

- (3 - ag) x4 [ (09202 2,5 = (2043) gy + 35) X = 0 &

o (4217 25 - (2043) aguy + 8y @ 0,
donde bemos pucsto = - 1/2, @ era la rafz o la ecuscién Ge Sndices
Entonces, al por

@0+ 3) ag -,
B =1 ag =

(ne2)?
vanos obtendendo
1 5 - 1 T8 -a
L ] T @

probandose por recurrencia que

Triains 751
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(Matods do_proventus)

de manera que 1a rafz de la ecuaci6n de fndices aporta la solucién
2 1

s e ne | D e

B
PRSI . A ——
Derivando, es -

1
VG0 =W )+ Cu ) 1nx v Cul) -,

1 1

VG = W) s Cur ) Inx e 2 Culle) - - Culx) —

y. 1levando estos valores a la ecuacién de partida, obtenemos
WeeC(axw Inxe8u x4l -

B w -CcBR W nx+8xul v
+a¥weCUFulax sweCulnn =
Sl B e (4% 1) W e

CInx (xuw -8 e (4741 ul e
vCBuw x-4u-8
(SR (6ataa) W W A £ 6,

Rhora bien, recuperando el valor de u, se tiene
4
sux-s4u-sxussliexs —erx-afie-sxlienan,

:
o o T VRSB a4 5 S

(X -lx’u" + uxi»nu-n
s soe ssaicn que 18 phops tén de 10 ecuncton
el om0 ua) miouastamaste, ousbatin b 1o il Saioadn
Prines 16 Tor tantor

Vo outa) @ vl = ) U 30,
i s caind 6 %, it

voo < Fer 1m0
4) solucién general

yealiesnKeravimn.
Sustituyendo A + B por otra constante D, queda¥)

yefRemenmn.

) Tbageed gunasal e S ecumsits
x@-xyre@-3xy -y=o.

Puesto que © on i funcion elesental, podeiasos haber =
solucién gemeral com el casbio de vaciable y = u v. Asi habrams
logado  mis  cipidssemte 8 la  solucién  gemersl  qu  flnalsente
presentasos.
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(Métoto de_probenie)

a) Beuacién normalizada

v

) Ecuacién de fndices
Puesto

@ Q0 - -

1w
la ecuaci6n de indices de Frobenius es la
Zoer-0 e
o) Beltie g
=idcrando 1as serics

v-Tom v - Toaet v - o oon s mes,
se tiene > ot =
e N

AR fﬂ (1) a0 e T:,. a2 -

R ARET

B o

.(n»wu,,,.,,».n:.n,,ri,.o.

De ata forma 11egamos a 1a soluciéa

cuyo intervalo de convergencia es el I = (-1,1). Su derivada, serd
wix =

a-x?
2) Considerando 1a funcién

Peulnxep suw nxe s p

se obtiene
X () P+ (133 P - p =
a-x u
Sx () w Inx a2 (A% W ——— o
a-3x
ca3x wlnxe — 20 uinxe
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(Matodo do_Frobeniue)

- @) wr o+ (-3 w - ul lax e

:
v w azuea 0 —— 2l
(1-x)2 =
R, para busces uns solusita
v = Frawre cuw mx, conby -1, o,

bastars poner obligar a que

[
g

. v =

Gamda La7comsbasta: se . vomedo Sope 3
) solucién general
A B(+lmx DeBlax

yo—_ 2% 2P A%

B 1-x
54 canbianos A + B por una nueva constante D.

981 Tsagral guoasad dn 1n e
R eyt
o| Beacien nommalizada
1
Y e-y ey,
b) Ecuacién de fndices
Puesto que
() =1=a x2Qx) =% —0=8,
SRR i, Frobenius es la
X - 00 (Doble).
©) Primera soluci6n para la rafz r = 0
Considerando 1as series

wa ’[:n i, - ‘2," G 'fn.. (1) 2y

se tiene

B T SO T

S LT

i Freel bros me



(Matodo e probenius)

3= 0
(142)7 3., + 3, = 0, conn 20

De aqui deducinos la nulidad de &, y a continuacién de todos los
coeficientes de lugar impar. Para los de lugar par, se tiene la ley
recurrente

(04207 30,5+ 2 = 0 0 2y = -
« @2
Poniendo a = 1, sacanos

a-- L e = (1R

1
o @t

' 42 (21)2
10 que nos permite escribir la solucién gutic\llar
wi « J o T n 2 &
L L
tanbitn snotada como 3ytx)
4) Segunda solucién para la rafz r = 0
sers del tipo

v« Fo e cuta tnx, conpy -2 cmo,
Ahora bien, siendo o
e T
se tiene -
R e
2) z=ulnx, -
-

Zew laxes, 2 =ulnxe2— - -

Sxwlmxe2w -Sewlnxesexulnxs
S ek mE 2w 2 s

" 2n X3
c2 T2 an
e e a
0 consecuencia, y teniendo presente 1a 1inealidad de 1a derivacién, 1a
congicion

v L it men e e frr e
L e s
o pees dogae 30 hana 2y 0. Blapticiomo %, g

[Ty
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(Watodo da_ probeniu)

T w213 b+ b1 e ¢ Foam — 22
7 e
Cono en €1 segundo nienbro mo hay potenciss inpazes, para n inpar o8
(142)2 byy + by = 0 5 by = by =
ata

gy = wee i O,
be esta forna, nos que

1
4 1) By + By = € (1P ————  C ()R

e o1
4 (ne1)t nt 4 2 ()
Poniendo by = 1, va saliendo
1-¢
4bye1mCabym-
au
1 1-cas2
422 4 by C——— 42 m
a2 a1
casm

ab, -
422
1-casu2e1)
B
3 4212
1-cas12e1)

43 b ebaC
e

wbg -

a2

de donde inducinos que

casize .. 1m 1-ch,
- um——

()2 (a2

Tomando C = 1, sale la solucién particular

G™ 4wt 1nx.
22

=)
2

Ko = 200 1nx - T e

©) Solucién general(s) .
PR AR F AN

L ecwcitn e scabasos G zesiver p——
4 omen o

Hamada @
s scluciones  pareiculares,  linesleente
independiences Ty ¥ Ko son las llamadas “funciomes de Bessel

(e prisora
¥ sequnda especie, zespectivanente) de oxden 0.
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(scuncitn de pe

01.- Presentactén

Finalnente presentanos otra ecuacién de gran importancia, que a su

de Bul
Consigeracién factlters 1a eaceitura do 1es scbuciones de 1 scusctim
aiforencial.
Siendo p 2 0 un ninero real, llamanos ecuaci6n de Bessel de orden p a la
Xy e xy e (- By e 0.

02.- Forna normalizada

Dividiendo por x* queda
X -
y-o

w-y'.

Lyt o ton contctenton non sntea que presenca s singulsridad
pabs x - o Abora

(0 -1, % Qi - < - g
de forms e se vrete de i Simgularidad cvibible, 51 cotudto do
ccuscién, pues, 56 acomstars con 1us téenicas de1 nétodo de Froben

03.- Rafces do su ecuaci6n de fndices
Pussto que

P(x)— 1= @, X Qx) — - p = &, para x—> 0,
1a scuscitn 't Todices de Frabenius oo 10

¥ pia0are
Sntonces, con sequridad, exieciedn soioetones de 1a forsa

600 < F oy w0, con gy -
dionn i o sk ostaaase e aliuionee: 8 in fowat

) = x? ] by 2%, con by = 1,

cuando el nimero 2p o

04.- Solucién particular para la rafz r - p

Considerando las series

[
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(Bouacion de sessel)

o | e o p '[,,xn.w’zﬂn.nxm,
Wt e p 1) Tayxee2p st fnagate
v oo g,
se tiene -
B ek e 08 - P -

TS SOUIS SURPIS S

T, TR, T S
EETORAEY P, WA, S

o0 P
o o e 0 fae

ot ap) 3y 408 | 002) (0026200 dy 00 73 Fag 20 a0

Puesto que 1+2p > 0, por ser p = 0, se concluye que a = 0. ¥, como,
(142) (142428) gz + 3 = 0,

tanbién serdn nulos todos los coeficientes de lugar impar. Para loa de

lugar par, la ley recurrente sers

2" Gmaezp) Gmea)
iendo |

4 ) (ep)
Ponendo 5 = 1, va sal
-1

2 = ——
pear)
1
4221 (ph1) (pe2)
a =

31 () (pe2) (po3)

nm
o Y
49 a1 (pa1) (ps2) ... (pem)

ley que se puede probar por induccién completa. Asf, llegamos a la
solucién
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(hcuscien ao

4 (pa1) (pe2) (pen)

05.- La funcién gama

01.- Deriniciea
Siendo p cualquier nimero real, consideremos la integral

3 5
J“'..w evans [wmenan [T e
. .
B1 priner sumando s un integral impropia (de sequsda especte) en el
Casop < 1. Puesto que
i
P e parmu— o,
s
tendrs 1 mismo carbcter que la nteoral

ru»-- - I:“‘"’” au,

1a,conlcomvuro Slomge gus {020 L &0 > 5. Bubucany An Libeundl dut
Primer osads. tienm lnnndo g il g e
convergente 81 0 < p < 1, y es propia si 1 %
D e s Sitin’ oo oot ha” (46 o eera: especlyyEomo

Pt eu

= Pl e 0, para u— @,

=
convergera sienpre porque converge la integral

w?au =1

aat sonslen que 1 s, ar daclc, lu dnteseal dads, commerge sslesscte
para p > 0. Su resultado se anota como [(p), quedando definida la
fancion

- -

REO R, de ley T(p) = | wd o du,

conocida como la funcién gamma, introducida por Buler en 1729.

02.- La funcién guma como generalizacién da los factoriale
Integrando por partes, se conprueba que

o) = J‘ wenans [0 f“'

rox otea parte,
ra) - J”' e 1

Iuego, para valores enteros de p &

“udu = p F(p),

T(ps:
Esto prusba que 1a funcién guma generalizs 4 1a funcién factorial de
108 nuneros enteros positivo

Tragima 7537
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(Beuscisn do sessel)

funcién gemsa y la integral de
OBl o oL i e o SRR

R J“ [ )

donda temos bachs o1 casbio de vaciable u = v
de

que relaciona la funcién
Buler con la famosa integral de Gaus:

Extensi6n de la funcién gamma a valor
T ol v gt

negativos (no enteros)

Cesn)
re) - 2,
»

cuyo segundo miembro tiene sentido para -1 < p < 0, puede definirse T
negativos del intervalo (-1,0). Hecho esto,

v en los valores enteros negativos. Asi, a titulo de
ejemplo, tendriamos

res2) T ri-y2)
FEr/2) m e e e
72 @ 2 2 (52) (72
rasm) a

T @ Ga_em am 13

Comportaniento en torno a los enteros no positivos
Se corprueba que

U TR - e lip TR - e
Sate comortamiemto se matieme a1 acercamos s culmier eiters
pero al entero negativo impar, por la
Seracta o1 linice o hace infinito megative y per 1n frauierds s nace
infinito positivo.

5. Tunsten sestprocs

La funci6n gamma, por no se anula nunca. Esto hace que la
Eamcida imveres maliiplicesioa. {s sectprooe)
1

F(p)
S WA o ot Qe o T ASGGRSIN S il G
bl gl dletey tanto, su
Stnebincasias procatn:n ot B:

- Derivacién de la funcién g de su rectpro

Derivand, Gentro del #igno de Integral, sespecto de B ea la definicita
de T(p), para p > 0, aparece

[Tinw s e,

integral cuya convergencia puede probarse tanto en (0,1] como en [1,
lefine, para p positivo, el nimero

v = [T e,
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(scuacitn o

enbro de la tormula
T 2 [ (p+1) - F(ps1)
re) - rgp o 2B TP

Derivando el segundo

1o que permite ir PO SRS A ————
(-1,0, y, por recurrencia, a cualquier intervalo (-p-1,-p), con p
natural.
Por otro lado, la férmula
)
et
I

®
o8 g8 1a darivade de la fueitn seciprocs (T S
excepto 1 no positivos. En éstos, LT también es derivable,
prmegetsint iy

08.- Caloulo de I (p) para valores enteros positivos de p
Céleulos que por su extension no reproduciremos(l), permiten probar que
.-

stento
1 )
EEE. T
% 2 3 n
12 guma n-dsina de 1z sexie armnica do grade 'y
Tin - an .

1a constante de Buler.
Por otra parte,
Tieet = p [lp) » " (pud) = T@) 4 0 (o),
¥ dando valores naturales 1, 2, ... a la variable p, se induce que
T = 1 (7 YK paan e 2 Bt

St conventnos en poner Hy = 0, la formula anterior tiene validez para
todo entero p = 1

05.- Chlculo de (1/1)" () pars valores entercs 4o 5
En cuanto a la funcién reciproca LT, se tendrd
e T "r
F | et
Para ver que esta funcién tanbién es derivable en los nimeros entexos no

@ - -

L conpeZypzi.

poaitivos, splicasos directanente 1a definicién de derivada, Junto a 1a
regla de L'Hopital 1 en su caso, para obtene:
ur@
@mee - 1is O T L TP S Y
= & T T M e o
r@) 1 a

ti Ly 3
ERRETICY
Ur(q) /T (ge) U (gs1)
B g O [ gy, SIGHE
5 Mo
—ame th

@m 1 - 1
o o

arl

() La @i frase la hems escrito después de haberla encomrade en
siltiples textos al llegar 4 formulas cow la que  presestams. B
cbstanta, invitams al lector a que esudie lon don Gltimos ejercicios
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(Bcuscien

o1

vr@ i i
G - (i, B i WO g SO
STl b
< anC Ll
e araen i
Wi - g, M ST M
5% ga3 a0 g a3 qn

5 ame s - o,
de manera que facilmente se induce la ley
@M (-p) = (-1Ppl, conpeZypzo.

06.- Punciones de

1 de primera especie

ordenos que de 1 ecuacion de fndices non habla
P
s e f

47t (pel) (pe2) ... (pem)

de 18 ecuactn ds Bessel. Usando 1a Funcitm gamas cbservance que

Tpsnsl) = (psm) (6+2) (pr1) T(pe1) »
+p+1)

5 (B41) (p42) ... (pen) =

F(p)
de manera que
X T(14p)

G - e} e
= L e
o bien,

X3 pt

4%t (aep) !

en el caso de p entero.
Multiplicando por cualquier constante A, obtencmos una nueva solucién.
51, como caso particular, se toma

1

R
2° T(1ap)

queda 1a solucién
% xan

e - OF

L e
R R e tctperert
T - 2 a1 Tinvpel)
b %
g0 - &P Iu) o
BT 2
conocida como fumcion de Bessel de primers sspecte y orden p. Estas
funciones han side muy estudiadas y oo han tabulado adecuadanente. $i p
s entero, se escribira
2 1
PRSI R ——
2 LT e e
Bn particular, se tendrs
*m
&
@n? 2
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(scuncion de sessel)

s =2 e

al (1)
com yaio® i AGEIANEAGS o sureEicEes” Slabolas

07.- Solucién para la rafz r = -p (p no entero). Funciones da
M engricl ety

51 xepetinos lon chlculos para buscar soluciones
i = x5 F o,
se L1ea a que
~ P T R
. by P+ ) (@4220) g ¢ B P 0,

De aqus se concluye que

(1-2p) by = 0
(142) (242-2D) bpyg + By = O

Para continuar, deberemos distinguir tres casos

eeriimasi's, & 6, ;) gou amts; kot os oeeietustos 84
Toskr inGite, alin saso. Fitn Low coueistarias . Tecas pas oa Slens
»
B = T,
T wiw
oy vl pura culquer saial 5, s w1 Geonioador mnca 50
Siang vontmatt by - 3y 4 13kt &
o
woo = xr e e

4 n (1-p) (2-p)
Utilizando la funcién gamma, podemos poner

o Tlapit)
19 o) ) -
T
k3 T-p) x™
vy - wr e T ue OB
4 g

Esta sclucitn e hace infinita en las cercantas de 0, mientras que 13
onaba valor mulo. Bsto nos justifica que u, y v, sean lincalmente
Dsseoticn
1) 5 o sutere; poro g o
En este caso serd p = q + 1/2 @ Zp = 2q + 1, para algin natural q. Si
fuese g = 0, by quedarfa indeterninado, mientras que si g > O vamos ob-
tentendo by = by = ... = bigy = O, Pero b,y queda indeterminado. Aho-
ra bien, como 1o que se trata es de obtener una olucién de la ecuacin,
podenos imponer que el coeficiente indeterninado valga 0 y asi anular
todos 10s coeficientes de lugar impar. Con ello conseguimos llegsr a una
solucién v,(x) idéntica a la de antes, y de igual foma linealmente
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(Bcuacisn do_Besse1)

independiente con la u,(x)

©) p es entero

Vuelve a concluirse que by = 0, asi cono la nulidad de los coeticientes
Luga: dvper. vn. 8 pers dseoa 1a day seeserents o0 conduce nunca a

it 5 T by - 1, dets todos 1o

ficientes de lugar par, v oot

- 2p2,

los coe-
0, cuando 1leguemos la lugar
p-2 = 0, 10 que provoca la nulidad de los it
pares anteriores, quedando indeterminado by, al que daremos valor 1,
para calular todos los coeficientes (pares) posteriores a &l:
. :
(2p+42) 4 Byppz + byp = 0 % bypup = = ————

kit % T 2

1
(2644) 6 by + Dapuy = 0 by = ——————,
42 (pe1) (pe2) 31

(3p42K) (2k+2) brpuay + Brpemnz = 0 @
1

* By = (D,
% W (pe1) (pe2) . (pe) K

De enta forma, s llega a la sexie
.., e
px) = xP (s ] ——
=y 4% (pe1) (p+2)...(p+k) k!
- -
S § o 2y,
xe1 4% (psk) ! k!
que coincide exactanente con 1a up(x) corzespondiente a la ats £ = p de
12 ceuacin de insics, s por 1a cul caia v pars acar () e

{oservinie.on a1 caso de gua p =
ol g oot o i s vy lx) por la constante
%
2% F1-p)

queda 1a solucisn
% 1 e
R g e )
2= 7 g L

"3

E A i B
20 nt Tin-ps1)

IO L Erm——— L
L e
cenocida cono fimcidn da Bessel d seguade
52 ancicn o prinea smprele, fomattn s Tace. dos piens vectorial .
wotucion canea, honde a3 conatonter mmm.. bt
Senerd 10 scuacion oo Bessl e o
G ey

e y ozten pit. ko

@) s p es emtero, la funcitn O, sigue teniendo sentido, i bl los
conticientes corzascrdientes a4 0 S n %
los restantes sumandos

P sers mulos. Comsidersndo

ensegutda que
) = (1P gt
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08.- Solucitn para la rafz r = -p (p entero). Punciones de B
segunda especte. Solucién general

Habré que recurrir a una

rie del tipo
vpx) = P [ By x4 Cup(x) 1nx, conbo =1y C o
£
Pontendo para sbreviar
win w e § o, 200 < w0 1
o

tenemos
MW e x w4 (2 ) W

< eap) by o | e2) (ne2eap) By + By) I,

ntenteas que
3 B
B ks e ey mxez el 2
x x o«
wx?at e xz 4 (P -pd) oz
X Ik e 2k gy e Xy Inx ey e (6 - B dnx -
DRt e x4 (2P ] Inxe2 Xy =2 XY
Dextvando v operando en 1a solucién conocida, se llega a que
- (2nep) 33093 p1
2xuy =2k ot | (e B TR
& ot (et
R anep)
R T i I
T T e
Por la linealidad de la derivacin, al cbligar a que la mueva serie
v(x) verifique 1a acuacion de Deasel, se tendrd

R ke & (R e
W (120 by 4 T U (0022 by o By) 305 4

(2n+p) 3P pt

i,

Multiplicando ambos miembros por x, queda

i e
T (002 (42-2p) by + b w1 -2 I gy B
ot et
Pusste qus en o1 segundo miesbro solanente hay porencias pares, pAra n
Topar serd
(842) (02-20) Bz + By

ace nulos todos los costiclentes de mibindice impar. Supriniendo

108 correspendiencas umandos, 4
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(touacien de sensel)

T 4 02) (0418) by byl 23
- (2n4p) B!

--z2c Z (-un BV Bl ez,

4 nl (n+p) !

Suponiendo que sea p 1, podencs pons

0 ) () s bt

N Iu (841) (Be1-P) Bypeg + byl X2 =
cizcpam-ac | us LR
o et
) by e
+ [4:2:(2-p) by + byl x4 +
+ [4°3-(3-p) by + By X6 +

+ (85 (p-1) " (-1) By + by ) X2 4
+ bypg X 4

+ L @pe) (03] banugps + D) X <

Gniaep) p1
seueE S [“,MAW,,,,
e s
sl ¥
ooy e g
43:Gep) by + by = 0,
o (1) bty oo
Brpz = - 2 C P
(2n+2+p) P!

4 (@4p41) @42) boggpuy + Bapuzp = T2 € (-1

41 (aa1) 1 (aeped) 1
Tomando by = 1, podenos ir determinando

(e-2)1
a1 a1
b,

b, =

RN
-3
EENCE T
by (p-4) !

b =

gt g =

433 @23 et
hasta llegar a que

o1

Bapg = ———————,

3 (p-1)1 (p-1)1

Tragiea 390

www.FreeLibros.me



(Bcuscitn de sessel)

es decir, que tenemos 1a ley

(p-n-1)1
by s —2o " para 050 S p-l.
4 n (p-1)
EL coeticiente C queda determinado a continuacién:
hzv-l 1
c-- =

3 2 4P1 (p-1)1 pt
s restantes coericientes il e seriatin & RS i e
(zne2ep) pt
& (4p+1) (241) bapizpes + boegp = - 2 C (N —— 2
4 ()1 (nepen) ¢
nezep
. e 2 2

FE 7 (et et

1 maaepn
T L
(0111 477 01 (nep) !
donde hesos uttitaado la descomposicidn en fraccionss sirples
2n420p

(nel) (avpel)  nel | nepd
T T g I8 s gy Ty BN bz queda
sin deterninar. Si le asignamos un valor provisional A, tendremos, para
el sndice n = 0,

4k
3 1
NS S
(e-1)1 40 01 pt
1.
A 3 o
P . S S . .
P RE T —
¥ ensequida adivinanos ue el valor conveniente puede ser
1e1as e
[PPSR AL LAUAL. X
@ ot pat

1 b B
(0101 gpe3 11 (po1)t
donde H, serfa la suma i-6sima de la serie amonica de grado 1.
Continuando con los siguientes valores de n, obtenemos
11

1o que permite escribir

Bapua = -

2oz
45(B42) 2 By = - By +

(B-101 401 11 (pan)t
1

1 B+ By 1 2 2

(eIt g1 1y (poa)y  (P-1! 4P 11 (pent
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(scuactsn o sessel)

1 Bl
o * Bapea = 3
(P=1)11 go+d 11 (pe1)t (p-1)! 4002 21 (pe2) )
A
3 ST
44094313 Bygag = - Bygey - o ——T o
L T et gez 2y (pent
1
1 H e 1 3
® 01 4w 21 21t B1E 93 21 (et
1 By 1
: R e | e e PR,
L s 2 o) ®0 1 w3 31 (et
para llegar a inducir la
Ho ¢ Hpun
Tt

111 goon nt (pon
cuya validez se establece facilmente por induccitn K orsisin
Reconstruyends 1a solueien, sale

v ? T S
neo 4% nl (p-1)1 4P p! (p-1)1
Hy ¢ Hpyq
Z“, k. P

rp 11 apen i (pen) ¢
w0 dnx .
e i T

1 1
e —— w60 Inx
(p-1)1 297 27 py

R S = T T
Gurwi2 2 a2 w2 2 Bl
11, B B x o,
A T W [(.. ot 20N
o1t 201 2 2 A et 2
B lugar de esta goluctén, suele tomszse 1a
4
) 3§ sy
! P
es dectr,
1ox PR (pmeDt x g,
) = 300 Wmx-= P ] —— 7 -
e » 22 LT 5
£ x, % Bt o ko
._(-)"v-—()’ [11)"———~A-1 3
22 p 22 L7 e 2

. sl Cuiton: 6 meanar aalidmmnnn especie y orden p en el caso
que p sea entero. Si, una vez mis, convenimos en que H, = 0, se
e-cxiu h.l]o 1a forma
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(seuacisn de sessel)

1
x) = 30x) 10 x - = ()
bt i il

1 x Ha

-y [ux"— %)
2 ol (et 2

Nos ha quedado sin establecer el caso p = 0. Operandol?) se llega a que

2w,

Vol) = uyd - = ] un G4t 1nx,
° Z @ 2
3o zosvandn i, apaceos:1a. Pincitn
25 x,,
Kolx) = 3ox) dnx - = ) (-n® &
Z @7 2

hora en la forna

Finalneate, stendo Ay B constantes arbicrariss, 1 solucién general
queda ahor:
YRG0 B K.

09.- Punciones de Neunann para p no entero
Se conoce como funcién de Neumann de orden p la solucién
3(x) cos(p 1) -
Nyix) =
n(p 1

de 1a ecuscion de Bessel do iguai orden. Bs imediato que X, es
Linealnente independiente con 7, ast como que el segundo miembro de la
anterior igualdad serfa indeterninado en el caso en que p Sea un entero
positivo o nulo.

10.- Punciones da Neunann para p entero

s un entero posicivo o nulo, 1a funci6a de Neusamn de orden p o
e S g g
00 = dim Ny,
0 = i g0
ruche que tal linite existe. En efecto, aplicando 1a
Feala de L Hophtal Bermoutlit, e ciee
yte) coslam) - 3400
i - gyt o DO
5 = My @ n
s, a0,
28 costa m - aq x senig ®) - =
Tl 1 * o

o8 7 coslg M
a3,

w (P

©7 o repetims los chlculos. Pueden veme e el efercicio 08 de las
piginas 265 v siguien
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(sevacion de sessel)

Ahora bien,
(S =k
2

“md &
S

M e L, ol Tinepe1)
Wl GUMET
- T DR . T
LT w e e
- (O
) 3y m»'il b
G % 2 L w (nap) 1

v 1T H,

san S e g - OF
7 » 2 Los e

donde henos usado 1a férmila
¥ty

A, LI yaen

aa Tavarn w0 ™ gt

= O
2

b & F 2.
i ey ey

(S
2 2 a

a0

SNk
£ 2 e

s e e O
Siaks 5

o G
- 2 a

[Nk
2

x X o7 a
- ) g e OF P —— =
§ Pl 2 ,.Za ot aq

(-1mp ()
- !

x a
iy 2 4y 1,
2 b et ag Fwpgen)

©
2

—i -
al ag Mm-gel) 9
ALml agTmegen w

o s Faem e

Tt-gel) @

ap

x x %
= - 1P IR 00 + (1P )
2 2

e

=, 8 2 v

- eue &P T ———
2 L
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(Bouacion do Bessel)

(et (¥
2 2

x .
- (-DP (a0 4 ) T+ (1P )P .
et S
xpm (DE
L iy L
2 bm e 2

S DR LR D s T - P ) ————
7 7

a nTE
- H’ [ ™,
Lot meprt 2
donde henos usado 1as formlas
a 1

S ) - (0P (pacl)t, 0 Sn S pl,
dq Ta-ge1) 9% % P
a 1 7 H

aq Tinep-qel) % at
Entonces,

1o _—
g & I
=L " L i G

o
(1)t )
= 2

)[(lx ) Jp(x) ’x
citan G e n g - O
n Y:’ 95 2

i
. v, .
L Lo
P G
2 x 1 x o PR (pnel)l X o
e g -2 G B e
SgmEE e T 2o O
PR o
21 e F e T
P L e G

En todo este desarrollo se ha supuesto implicitamente que p s
dect, 0 as incluye o1 valor inicial p - 0. Repitiendo oo ircuics en
este supuesto,

2.

as,
M) =T (=2 - = .
* 3g " Taq w0
” - R,
S G P G - ] —— O™ -
n 2 o @ni 2
1 x . DR,
CS R P g0 s ] —— 0
" 2 o (an? 2
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(a0 2

11.- Nueva expresién de la solucién general de la ecuacién de

suatiymdo 1a fucion de Ssasel de secunda smpscle por 1 zempsctia

uncién de Nel la soluci6n general de la ecuacién ds Bessel se
i gl

¥ C 3, ¢ D N0,

vélida para todo p = 0, aunque la expresién de N, difiera segin que p
588 0 1o sen entero. Huchos autores prefieren esta “alternativa y tabulon
las funcion Neunaon en lugar s de Bessel de segunda especie.
e g bt i o B,y K, cuando p
es entero:

2 x e M x
wo =2 a0 g -2 Feun 22 @,
® 2 ® aco wmn2 2
1w 2%,
X0 = gy k- L F e 22 G,
2 o (2 2
- L n o s
(x) = = (In =) + ER I = (= =
w2 em g -G OB
P Bt B o
B e
Sy
1 xos i st
X = gyt Inx - = (P ] 2
K+ gy 1m0 3 @0 T AL
1x, 8 A
25 g 2
28 L

tiene

Como puede conprobarse, tanto si p = 0 como &1 p = 1,

2
00 = - 0 - (n2 -3 g0

12.- Bjercicion

01) Probar que la variable y = y(x) satisface la ecuacién diferencial
Xy e (@b - pibY y a0
N
88y 86lo 84 v = v(w), donde

axh, vexi/y, cona*0 b*o,
satisface la ecuacién de Bessel de orden p. (ipostol 1L, 6.24, 8

Llevando los valores
ey
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(rcuacion do

1 av
¢ ot it S B
¥ 2 dau

salenyien T e
: =

av av
o g an Y o) an e,
au a

a 1a ecuacién propuesta, se tiene
(a2 bt o ¥
My s BBl pibY ya
e i
pepnpann Eapey ant S reren
: a e
av 1
¢ /2 (be1) abxb e (a7 B2 4 - ptBY Xy =
@ 3
@ av
B2 @ a0
w a

o

av
e o u T g v,
2

que es efectivanente wna ecuacin de Bessel de orden p.

02) 51 1a funcién incégnita

verifica la scuacién d qué ecuacién verifica y?
Considérese el caso particular p = 1/2 y obtener una expresion elemental
las funciones de 1 orden.

Bste enunciado queda englobado en el anterior si se toma
wexea-b-1,
con 1o que se cbtiene la ecuacién
1
Xyt e (e p) y =0l

¥ TPy

i p - 12, se reduce a la
yey=o

con soluci6n general

y = Csen x + D cos x.
Esta infornacién permite resolver la ecuacién de Bessel de orden 1/2,

RV e x Ve 2 ) v =
3

en 1a foma

vexiiyac

En consecuencia, tamto Jy3(x) como J;(x) se podrén cbtener como
combinactones lineales de las funcionas (sen %1%, (cos )%, De hecho
cada una Ge las funciones de Bessel va a ser proporcional a una de estas
Soluciones como veremos a continuacién:
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(Beuacién do Bessel)
a) siendo

E 1 2
Satx) = V2 Y n o™,
172 FRG T
Al Tin + = +1)

2

1
¥ recordando que I'(>) = {T, tenemos
2

1 1
Tn+=+1) = (m+-) Fins
2 2

" :
b melinrmsion .
2 B
i 3 13 amaa
S -1 el )T - -
B 2
1 @ @ma
" d L~
- 3 1 2 x 2 ‘® x|
i B T 2 a1 7 2 3 % =
:

-
300 = {( e

) De la misma [nm\a, para desarrollar
P 1 x
Tapla = G2 Y (ne o,
nlTa - =~ 1)
2
observamos que

i 1. (zn-3) (2nen)
fn--+1 = =
2

=
nt P - 1 w2 el Gt

.a,,,m.r e y»un”.f:i:m.x.

03) Buscando los cambios de varisble

v = xy, cona#0, bx
apropiados, resclver mediante funciones de
@y exy=0

o1 las ecuaciones
By e Xty

1
)y exy=0 @ER m*-2) & Ry e xie) ya0
(rpoator 11, 6.24, 91

s que buscar 1os valores apropiados de a, b y p, para poner cada
o T o
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(reuacion se

1
F Y @B Ry

) multiplicando por x? tenemos

B
Por tanto,
VAT 4B T e
2 2
oy =X A G, G0 4B O, G e
& ks B
b) De la misma forma, pasamos a
2b-seb-2
Ryt exy-0sfatatean1
14 B 0ep -1
Esto pernite obtener las soluciones
1 :
VRS ¢ B ) ey - GG ) ¢ B )
2
<) Stendo m % -2, es me2 % 0, y s tiene
bem2eb- (22
Xy ey 0w ]aiblelea 2w
14 - BB -0 e = 1/(me2)
5ip = 1/(ns2) no es entero, la soluci6n e
EXSREYS
oy =X/ A 3,p KU 4B 3, (p X/,
nientras que i m = (1-2p)/p, con p entero, la solucitn es
VAT, B K@) ey = x/2 (A D020 X)) 4 B K,(2p /9]
a) Observando qu

2besebe2
co0sfatra1eaniz
s -pi et s ep-am

Xy
8

1as soluciones, con el valor sefialado para p, son

1 1
R il L R LRI

veRIW B

variabl

83", v=x<y, cona®0, b0,
verifiquen la .eu.m. do Bessel de orden p, encontrar la ecuscién
verificada por

04) Supontendo que 1

Partinos de que las variables
weaRexs OV vaxtyeyawy

Veritican, para ua clerto p; 1a scuscién
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(Bcucin de sesse))

v av
i w2 v
= ¥

aw?
Derivando, como funclones compusstas, se tiene
1B amn
—ev = extlyexey) — (=) -
a @ ab a

by
sty xty) — b e
A

1

(cc ey o xoab g,

ab

B 83 i
el i

ax
» cerb yiyys X

vxerbyn) — .
Y a

(e x

an

[e (e4b) XS1 y 4 (-2041-b) X' yr 4 xS1B yo] xib o

1
[e (e4b) xo y 4 (-2041-b) X0l yr 4 x€22 yri] 5
a? p?

1
X = e (evb) xS y 4 (2c41-b) xSEL yr 4 x0T yro] 4
»

1
SR Lo xSEy e xSy o (@2 x - pY) Xy -0
b
1
== e (oab) XCy v (-2081-B) XLyt 4 xR yi]
¥

1
Sp ety ety s - g Ty a0

se (cob) y + (-2c01b) xy 4 X2yt e b oy e xy) 4
+ b7 (a7 x® - ph) y = 0
Xy e (120) xy v (e a? B - BEp) y m 0.

05) Buscando 1os cambios de variable
<y, cona *0, b* 0,
apropiados, resclver medisate Funciouss de 1as scuacton
@ xy e 6y +y=0 b xy'e6y +xya0

S xyreby +xye0a Ky -xy 4 xey=0
(hposeon 13, 6.24, 10)

x los valores apropiados de a, b, ¢y p, para poner
g eculcidn i ey

(1-26) x y' + (¢ + a% b x¥ - B2 pd) y = 0.
a nn)tipucmdﬂ por x la ecuacién es
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(scuacisn do oo

6 -12cecs-52
a1wb=12
252 -1ea-2
copipooep-s

Xy e6xy exy=09

SV AW ¢ B K ey = XY A I,@ X/ 4B K2 K]
b) Tgualmente, se tiene

Ry eExy extye0s

2?2 =1ea=1
¢t - bipi=0wp =52

oV R 4B () ey =X A (0 6B (0l
©) Multiplicando, cono antes, por x, sale

6 ~1-2c0c=-52
bass2

Ry eexy exdy-os .

2 2
SV AT e B KM ey - X ALE R + B KE S
@) En este caso,
1-12cec-a

Zoleb-172
Myt exy s e ym0ad
- bpi-1ep-0

SV AT+ B K ey = x (A T2 X 4 B K2 X))

e e T
-0

convergente en todo R. Cﬂm-r Tos s 5 0
mediante una funcién de Bessel. (cstel 11, 6.24, 12

pueda expre

Aplicando el método de Frobenius a esta ecuacié
(doble) para la ecuacién de fndices
solucien

n, 2 x - 0
Edto asequra la existencia de una

s < T it T w610 - Tt egis

. f @) 2y o f i [., -

= ;En(...n B o e ;znmu) PO f.“ -

o

B s A A G e B O o

(an)?
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(Bcuacién o Bessel)

1 ponemos a, = 1. Esta solucién serd

aii P R
a0 (n1)?

07) Obtener las férmulas

a
1) R 3] e W L) 2) —(xP 5] = exF I (x)
poi -1 =% 2

RETTI R g

2p

5) 2 35 = T ) - G, 6

2 00 = ) 4 T

1) Tomando el desarrollo de J, y derivando, sale

2 e ay001 - Lo &P T o &
53 e o i e,
*. ax 2 b nt Tlaepel) 2
X 1 x
=2 p x®l (0)F 1h——
P b e
1, 1 20 % g0
B L . L
L ST 2 G
X pa ‘R P X 2
=x® (o) -1)8 —————— (=)
7 L e &
s P R
O L e &
X p1 X 2
o 57 F e &=
z e
s B T e o BT 00

al Tiap) 2
donde hemos aplicado que T(nspel) = Tnep) F(nep) .
2) Andlogamente,
a a 1,02 1 =
—xP G - —10)7 ] 0r——— )7 -
ax a2 Lyl T 2
1,08 g
B R e = R
2 L e Teen 2 2

vn 5P Frogn — 0 &=,
Sy el

an s

" O e
@ T 2

o & F
- xr &) .,Z.,H'
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(Bcuscten de sassen)

o3 1 X 20

e &7 R
T T 2

5 Sickendosuess de i pogpars. Shomster iksosnon

- X 00

# 3ps (0 = R 3,000 = X 00 + X T 000
Dividiendo por x7, queda
P »
Tpa (0 = = 3,00 + Tl @ T = oy (0) - = T(x).
4) Usando la segunda, sale
a
XD T = SBP 3y0) = - p P ) 4 P ()
Multiplicando por X7, queda

3 P
Tpea0) = - 2 Fp00 4 00+ Tyl = - Ty () + 7 Tyl
5) sumando las ﬂsmuhl tercera y cuarta, queda
23500 = Gpy () - Tpy ().
6) Resténdolas, sale

T" Ty = Ty (1) & Ty ().

08) Obtener J, y J,, asf como sus derivadas, en funcién de J, y 3. ¢Qué
cabe inducir para J, y J; con p entero?

Aplicando para p = 1y p = 2 la férmula

2p
Tpua(6) = = Ty ) + = 00,
se obtiene

2
L) = - Tk + = 300,

s s 2
B R e L T

[

- ~.15<x) .

3 (x),
Faa las derivadas, aplicamos la formia

00 = 3,

p
- 200,

aliendo

2 2 2
T30 = 0 - = Gk = Tylx) - = (- Tple) + = ] =

2 s
- 0,

3
50 = 300 - = 3,00 =
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(scucisn do Bessel)

EAI
x @

2 3
- 1 Ty + = 300 - EATIN

3 5 -2
Tolx) ¢ (),
Se comprende que, prosiguiendo por induccién, J, y Jj van a ser

conbinacién lineal de J, y J;, con coeficientes que son funcion
racionales de x.

olementale
1a mited de un

01 Poreete i), alad (o phenlasi de' Soaciin
Razonar que esto posible para J, ¥ 3., siempre que p
aG@ero entero impar.

) Adaptando la férmula
»
T = Ty = T00

al valor p - 1/2, se tiene

1
Bab) = TS St - St - | s - ([ s

;Ewmbﬁm“

b) De la misma forma, con la formula

. »
B0 = 3pat) - 2 00,

adaprada para p = 172, cbensace
F . = |2 [
TC R S oo x4
i = an v Teinn 5

3

©) Ahora se comprende que utilizando las mismas formulas para p - 3/2 y
Bk B = B ATt vmine, bintistor Dyt stomise s
1 ones de Bessel J,; y J.3;. ¥ procediendo por recurrencia,

cos x1*

a obtenerlas para cada parea Jgmusz Y J-ameansr
cualquiera que sea el entero m)

@ Liowinie

atxs e, salvo lw sefsladas e eete  ejercicio, 1
euncions otendo,  por

L mnca  admiten  expresite  slesemal,
clas mediante sus serien.

tanto, imprescindible
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(Bcuncibn de sessen)

10) Sea n > 1 un nimero eatero y
) Probar que

 un nmero real tal que 0 5 u = n.

o u
a-25<a-
28

) Usar estas desigualdades para demostrar que, para p > O real, s
tiane

©) Integrando por partes,

T -
© st ', o

T = Mm ——————.
BN B (pel) L. (pem)

) Puesto que la serie

u w
ewno.y-oZ, 2. T,

5 w
es alternada y verifica las hipStesis del criterio de Leibniz, se tendrd

1-taewmay.l,
n T
Elevando a la n-ésina potencia la primera desigualdad, sale

-9

que es una de las desigualdades del enunciado. La sequnda la dejaremos
en 1a forma

ewno1 s ts 2
aom
para usarla més adelante. Por otra parte, de la igualdad algebraica
(@1 sam b ..+ a b e bl

a0 - b5~ (a - b)
obtenemos 1a desigualdad
a® - b7 S (a - B) n "}, siempre que 0 3 b S a,
1a cual escrita para los valores =
bal-Ssevs.a,

nos conduce a

S (ews 14 D) n (e

B

Usando ahora la segunda desigualdad que obtuvimos del desarrollo en
serie, ast como que e¥/" % & porque u = n, llegamos a que
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v - ;‘x_-“»-..wu-‘:su.-y.
2

e, T AN, s B8 EESRRR S,

O —
e
rfyrw D R
i i Ean g om st
e
s
RIS P
.
n P P (p+l) B P (ps1) (p+2) n?
1. punsto e
T

finalnente queda

u, @ @2 .1 w0
w2 e P
B n P (peD .. (pen-1) oot Bem B (o))

a

a juntar los dos anteriores resultados.

oo
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(Bcuscisn do_sesse))

1) Sea n > 1 un entero, E, la suma n-6sima de la serie arménica de
grago 1y
P (p+1) ... (pem)
00 = 7", conp > 0 xe
o at

4 comprober g
e [T

) Tomar 1ttt

. con n— s, para obtener la férmula

P (p+1) ... (pem)

TS (R

1) = Ua

conatan

o a

) Particularizar para cbtener la formula(®)
T .-

o) Biotdinian oY siceds da tiar U e T 40 L iarasie Hor
By g g i oy e e

z,,xp,.pu’;; s CREE

2
Usando 1a expresién exponencial para n?, avanzamos hasta

®
e epaedah o ernn

sl R J"- ““n, =4 b 1n enponminiat ponscia
exponente

la asociamoe con la ya presente. wiemtras que
negativo, después de poneria en la fo
» e-vnm R

asocianos cada factor con el correspondiente paréntesis. AsS,

By (0B ePOD) LA
Y e (I BT IR BT I

by B
ape ta-e By ey
B [lra- 3
s

b) Verificando que el producto de la Gltima igualdad es absolutamente

nte en cuslquier intervalo cerrado de ', &1 tomar limites, ¥
Tecotdnds Tue ia constente da Bl
) stectivanente, desscrollado  estos dos  Gltimes  ejercicios para

Citumon e astante aborions

it 3o
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(Bcuncien de Bessel)

¥ - ln, O - lam,

®
i mp e [1as D eswmy,
stendo £ = Un_ 1,
@) Tonando logaritaos, se tiene
K ®
Wmfp =lap+py+ ) (ne+

de manera que al derivar se llega a que

@ 1 -
LILEY JeTR
P wnep ®

d168 cmriaih, sl 30 s il Gl Ltmite €
manejando no es otra, si p > 0, que Batonces,

1

T S
L A T - L -8
T " e T ot L

a1
AT =T | T - ——) - = -]
£ ®

o) Poniendo p = 1 y cbasrvando que

TR
a
queda demostrado que
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ev1t00ratsa)

La sobre Bcuaciones es de las mis extensas
entro del campo de la Matemitica. Cualquier profesor medianamente

momento, han sido citados en nuestro desarrollo, aunque bastantes

Caleulus, Volumen I, Segunda Edicién, Editorial Reverts,
Barcelona, 1973.

Spossal, 32
stol: Calculus, Volumen II, Segunda Edicién, Bditorial Rever-
Tor Berouons, 15

Berman
rman: Problemas y Ejercicios de Analisis Matemitico, Editorial
Mix, Moscd, 1977.

Demtdovich
G. Baranenkov, B. Demidovich y otros: Problemas y Ejercicios de Andlisis
Natenteico, Béitorial Mix, Noncd, 1967

Landau
L. Landau, B. Lifshitz: Curso Abreviado de Fisica Tebrica, Libro 1
(Mecanica y Electrodinanica), Editorial Mir, Moscd, 1971

snov, A. Kiselyov, G. Makaremko: A Book of Problems in Ordinary
Ditferensiil Bauations, Bétorial mis, Mosch, 1961.

Miltsev
A. I. Miltsev: Fundamentos de Algebrd Lineal, Editorial Mir, Moscd,
1972.

Piskunov
N. Piskunov: Céleulo Diferencial e Integral
Barcelona, 197.

Montaner y Simén,

Pulg Adam
P. Puig Adam: Ecuaciones Diferenciales, Undécima Edici6n, Madrid, 1970

Ross
Shepley L. Ross: Ecuaciones Diferenciales, Bditorial Reverté, Barcelona,
1981.
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(ivioaratia)

Rutherford
D. E. Rutherford (Lord Rutherford): Mecinica Clasica, Editorial Dossat,
Madrid, 1963.

Stmmons
George . Simmons Diferenciales, McGraw-Hill, México, 1977.
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(Despediaa)

-
7 at s 2o da en slommeee,
Pap—

Howliaee uia tecen (por ejmplo. Is de sceibie un Lol ee porix
. sin o ¥ los eative coutimuasis e
gt s la eterna
e ha do. quedar?

o Goncla (Riclamestatneata: 1 FEatossHatemttions puscact Suces o
intentaré crear modelos para adivinar.

Aqui, s paginas han quedado elementales, aunque también
OO0 B o g el o s sindo gud 208
unda

Plantesds sin pretensicn alque, el lector babnd comprobedo s i
Eratado alematel au jotible soputar por cuestiones simples pir

después elevarse paulatinamente hasta mostrar algunas de las
eleicultasds que hen chligado & 19 lazgo de 1a Historis o oreie teorias
da vez mas comples:

o4 haoca logrado sembrer 1a curiosidad gor eacos “denareolion superiores
alguno de nuestros lectores, nos damos por satisfechos
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